Suites récurrentes usuelles




I Suites arithmétiques

1 Deéfinition



DEFINITION

Soit 7 € K. On appelle suite arithmétique de raison r toute suite (u) définie par la relation
de récurrence : Vn € N, Upi1 =u, + 7T




2 Terme général

Soit (u) une suite arithmétique de raison r € K.

PROPRIETE
Vn € N, wu, =ug+ nr
Vn,pe N, u, =u,+ (n—p)r




3 Somme de termes consécutifs

Soit (u) une suite arithmétique de raison r € K.

PROPRIETE

5 . —p+1
Vn,p € N,,Pour n > p, on a : Zuk _ (Un +up)(n—p+1)

2

k=p



On peut retenir la formule de la somme des termes d’une suite arithmétique par la formule :

” Le nombre de termes de la somme, multiplié par la moyenne des termes extréemes.”




4 Monotonie et comportement asymptotique

Une suite arithmétique de raison r est croissante si r > 0, décroissante si r < 0.



PROPOSITION Nature d’une suite arithmétique
Soit (u) une suite arithmétique de raison r € R.

e Sir >0, alors (u) diverge vers +oo0.

e Sir =0, alors (u) converge vers u.

e Sir <0, alors (u) diverge vers —oo.



II Suites géométriques
1 Définition



DEFINITION

Soit ¢ € K. On appelle suite géométrique de raison g toute suite (u) définie par la relation
de récurrence : Vn € N, u,11 =¢q X u,




2 Terme général
Soit (u) une suite géométrique de raison q € K*.

PROPRIETE
Vn € N, u, =ug X q"
Vn,pe N, wu, =u, xq" "




3 Somme de termes consécutifs

PROPRIETE Sin>p:
" 1 — n—p+1
Zuk=uoqp ! si g # 1,
k= 1 —q



4 Monotonie et comportement asymptotique



PROPOSITION Monotonie de la suite géométrique (¢").eNn, ¢ € R

e Sig > 1, alors (¢g") est strictement croissante.
e Sig=1, alors (¢g") est constante.
e Si0 < qg<1,alors (¢g") est strictement décroissante.

e Si g =0, alors (¢") est stationnaire & partir du rang 1 (car 0 = 1 par convention).

e Si g <0, alors (¢") n’est pas monotone.



PROPOSITION Nature de la suite géométrique (¢"),cn, ¢ € R

e Sig| <1,alors lim ¢" =0.
nN——+00

e Si|g| > 1, alors la suite (¢™) diverge. En particulier, si ¢ > 1, alors lim ¢" = 4o00.

n—-+0o0

e Sig=1,alors lim ¢" =1.

e Si g = —1, alors la suite (¢") diverge.



III Suites arithmeético-géomeétrique
1 Deéfinition



DEFINITION

Soient a,b € K. On appelle suite arithmético-géométrique toute suite (u) définie par la
relation de récurrence : Vn € N, up4y1 =a X u, + b




2 Suite auxiliaire

Soit (u) une suite arithmético-géométrique définie par la relation de récurrence u,,1 = au, + b, ou
a,b € K.

On suppose dans ce qui suit que a # 0, a # 1 et b # 0 (sinon, voir les paragraphes précédents).

Soit £ € K tel que £ = al + b.




PROPRIETE

| La suite (v) définie par, Vn € N, v, = u, — £ , est géométrique de raison a.



3 Terme général

PROPRIETE

En conséquence, Vn,p € N, wu, = (up —£)a™ P + /.



4 Monotonie et comportement asymptotique



IV Suites récurrentes linéaires d’ordre 2



1 Définition

Dans ce paragraphe, (a,b) € R X R* et la suite (u) vérifie la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :
Vn € N, u,io = aupyq1 + bu,.



2 Equation caractéristique

L’équation (E) : 7* = ar + b est appelée équation caractéristique de la relation de récurrence linéaire.
Il est possible de déterminer ’expression de u,, en fonction de n en résolvant cette équation.
Soit A son discriminant. On examine les différents cas possibles.



3 Reésolution de la relation de récurrence linéaire d’ordre 2

Si A > 0, alors I’équation (£) admet deux solutions réelles r; et rs.
Si A = 0, alors I’équation (£) admet une solution-double réelle .

Si A < 0, alors I’équation (E) admet deux solutions complexes conjuguées re®’ et re=%.



THEOREME
Il existe deux constantes réelles A et B telles que, Vn € N :

e SiA>0, up,=AXr}+Bxry
e siA=0,u, =(An+ B) X r§
e si A<O0, u, =r"(Acos(nf)+ Bsin(nb))




Remarque : On peut déterminer les valeurs des constantes A et B dés qu’on connait les termes initiaux
uo et uy de la suite (u).



