TD 14 Limites : corrigé BCPST 1B, 2024/2025

Consignes générales :

Lorsqu’on s’interroge sur une limite, on cherche d’abord a appliquer une méthode simple.
Cette recherche a-t-elle un sens (voir selon I’ensemble de définition de ’expression) ?

Est-ce une limite usuelle 7

Les regles d’opérations permettent-elles de conclure ?

Sinon, on parle de forme indéterminée, et la aussi on va du plus simple au plus compliqué :
Est-ce un résultat de croissances comparées ?

Une factorisation peut-elle lever 'indétermination ?

Un théoréeme de comparaison permet-il de conclure? ...

Si on n’a toujours pas de réponse, alors on essaie de déterminer un équivalent de I'expression.

Exercice 1 : Equivalents en (0

1. Par opérations, a(x) — —4, et —4 # 0, donc : | a(x) ¥ —4
z—

1 1
2. Par croissances comparées, — = o [ — |, donc par somme : | b(z) ~ —— |
z 0 x? 0o 2
3. Par opérations, c(z) — 1 et 1 # 0 donc : |¢(x) ~ 1|
x—0 0
22
4. Au voisinage de 0, on a d(x) = In(1 + f(z)) avec f(z) = cos(z) — 1 iy —0
2
donc : | d(x) ¥ f(x) pry

Exercice 2 : Equivalents en 400

1. Une fonction polynomiale est équivalente en +0o & son monéme dominant. Ici : | a(z) ~ bz

—+oo

3

. , 1 1 1
2. Par croissances comparées : —— = o | — | donc par somme : |b(x) ~ — |
72 +oo T

3. On factorise le terme prépondérant dans la racine carrée :

1 1 1 1
Vidz? —z+ 1= [42 (1 — — + — | =224 /1 — — + —
ot . 4x+4x2 . 4x+4x2

(observez que V42 = 2z car x > 0 dans un voisinage de +00).

. 1 1
On peut donc factoriser par 2z, etona:c(x) =2z |1 —4/1— —+— | =2z |(1-(1- —
dr = 422
S T _ .
Nommons u(z) = =T lors u(x) e 0 donc: (1+u(x))z —1 fod §u(9c) oo

1
Conclusion : | ¢(z) ~ 2z () =71l

242
4. Une puissance est variable, on utilise la forme exponentielle : d(z) = exp (ac In (m + )) -1

2 -1

242
x2 + — 1 donc on veut utiliser ’équivalent en 0 de In(1 + ¢).
xre — 1 r— 400

2 2
T+ 2 3 T+ 2 3 3
Onposedonct:x2_1—1=$2_1 etOna:ln(aM)+’:oa;‘2_:l+zcm2.
242 3 3
Par produit, zIn Tt ~ 222 , donc tend vers 0 quand x tend vers +o0.
22 —1) +0 22 2
3
On peut donc utiliser : exp(t) — 1 ~ ¢, et on obtient :|d(z) ~ —|
0 +oo I




Exercice 3 : Equivalent en 1

On pose u(z) = —e + €®. Alors lim1 w(x) =0, donc f(z) = (14 u(z))z —1 Y %u(w)
z—

Par ailleurs, u(z) = e(e®*~* — 1) en factorisant par e, et  — 1 — 0 donc par équivalent usuel :

u(x) Y e(r —1). Conclusion : | f(x) Y g(x -1

METHODE GENERALE : quand on demande un équivalent en o € R*, on pose t = z — a.
On a alors ¢t — 0, et on cherche un équivalent en 0 pour ¢.
On remplace a la fin t par = — a.

Exercice 4 : Limites en 0

1. Puissance variable : a(x) = e* 0%,

Par croissances comparées, zlnz — 0, donc par composée de limites : | lim a(z) =
0+

r— x—0

1]

1
2. Pour tout = # 0, —1 < sin () < 1, donc est borné.
x

Mais z — 0, donc par produit d’une quantité bornée par une quantité tendant vers 0,

ona:|limb(z)=0]|
x—0

5
3. Par quotient d’équivalents usuels, ¢(x) ¥ o _ 5, donc : lir% c(x) =5
X r—r

1
4. Puissance variable : d(z) = %
exp(zlnz) —

Au dénominateur, on pose t = zlnx. Par croissances comparées, t — 0 donc e! — 1 v t.

Par quotient, d(x) Yo 1, donc : lin%) d(z) =1]|.
zlnx T

5. Posons u(z) = cos(z) — 1. Alors u(x) — 0, donc e“®) —1 ~u(x) = cos(z) — 1 ~ ——.
z—

0 0

2

_z 1 1

Par quotient, e(z) ~ 722 =3 donc : liH(l) e(r) = —=|
X r—r

6. Une valeur absolue ? On distingue deux cas.
* Premier cas : © > 0. Alors |z| = z et  — || = 0. Ainsi, f n’est pas définie en z.

.732

2

xr—x
xr+x z—0

x Deuxieéme cas : z < 0. Alors |z| = —x et f(x) =

= 0. Conclusion : | lim f(z) =0|.

7. Méme raisonnement que pour b(z) :

2

1
Vo #0, —1 <sin () < 1, donc est borné. Puisque sin(zx) — 0,on a:|limg(z)=0]|
T T—

x—0

ST _ging  sinz 1 —cosx
8. On revient a la définition de tan(z) : h(x) = “=*— = X TR
x coS T x
22
Ona:cosx~1, sinz~zx, etl—cosx~—,
0 0 0 2
2
. r 51 . 1
donc par opérations : h(z) ~ — x = = =, donc : | lim h(z) = = |
ol 3 2 0 2

9. sinx — 0 donc In(1 +sinx) ~ sinx ~ .
z—0 0 0

Pour le numérateur, on peut s’aider de la quantité conjuguée :

l—2z—-+v1 1-— 1 -2
ViTEoyigr= W vIFoWI et Vit r__
Vi—-z++v1+z vi-z+v1+z
—2z —2z
limvI-z+vVite=2 d o=
A ! T+ itz 2 "
. . —T ..
Parquotlent.z(m)r(;z?——l donc : Qljlg%z(x)——l.




@ = 222,

10. Au dénominateur : 1 — cos(2z) ~

Au numérateur, cosz 2 1 donc on veut utiliser In(1 + ¢) ¥ t.
T—

£2

On pose donc 1+t = cos(x), soit t = cos(z) — 1, et on a : In(cos z) ~ cos(z) — 1 YT

2

8

v

1
= ——. Conclusion : | lim j(z) = —= |

Par quotient : j(x) Y 9.2 1 lim 1

1
11. On a une forme indéterminée, du type <« —oo + oo ». Par croissances comparées : Inx =0 (2
T

1
donc k(x) Y3 Conclusion : lir% kE(x) =400 |.
X T—r

S xr

tanx — 0 donc In(1 4 tanz) ~ tanx ~ x.
=0 0 0

1
12. Puissance variable : I(z) = exp ( —— In(1 + tan x)>

8

1 1
Par ailleurs, —— ~ —, donc par produit : —— In(1 + tanz) ~ — =1,
sinz 0 x sin x 0z

. 1
ilg%]l(x)—e =el

donc

In(1 4 tanxz) — 1. Par composée de limites, on a :
inz =0

ERREUR A NE PAS FAIRE : composer ’équivalent trouvé par la fonction exponentielle. ‘

13. Par croissances comparées : zlnz 2 0, donc sin(zlnx) ¥ rlnz.
xT—r

zlnx

=Inz, donc:|lim m(z)=—oo|

Par quotient, m(x) ¥ }
X Tr—r

Exercice 5 : Limites en +o00
3

. . 1 . . .
1. ., grfoo a(x) = igrfoo £ =& bar reégles sur les fractions rationnelles en +oo.

1 1 1
2. — — 0 quand x — 400, donc sin (> ~ —.
x x x

oo

Par produit, b(z) o 1,donc : | lim b(z)=1|

oo r—+00

1 1
3. Puissance variable : ¢(z) = exp (zIn(1 + 1)). Mais — — 0 donc In(1+ 1) ~ —.
r x 7 too

T—r+00

1
Par produit : #In(1 + 1) o 1, donc lim zln (1 + ) =1.
o) x

Par composée de limites, | lim c(z) =e' = e
r—+o0

3 3
4.d(a:):13/x AN SR Y RS z 1.
z—1 z—1 rz—1
x

1 — 1 donc on veut appliquer équivalent (1 4 ¢)* — 1 ¥ at. On pose alors : 1 4+t = x T
x— x—
1 1 3 1 1 T 1
donc t = ——. Il vient : d(x) = 1 -1] ~ax2x ~ — = .
one ¢ = o~ Il vient : d(z) m((ﬂ:-l) >+oox 377143z 3
. . 1
Conclusion : | lim d(z) = = |
T——+00 3
5. 2047 = o(e3), donc € +2x+7 ~ €. De méme, e® = o(e®), donc e” + e~ % ~ e
+oo —+oo +oo —+oo
3z
Par quotient, e(x) ~ € _ e 4 1oo. Conclusion :| lim e(r) = +oo|.
+oo eT r—+00 r—+00

1
2 2 2 1 2 2
6. f(x) = x2<1+>—x:x<<1+> —1) ~x<><>:1, car — — 0.
x x +00 2 z

Conclusion : | lim f(z) =1| A noter : Va2 = z dés que z > 0.

T— 00




1
7. cos est borné, et In (1 + ) — 0. Par produit,on a:| lim g(z)=0|
x

r—+o0 r——+0o0

3. h(m) N rsinz

+oo X

= sinx. Mais sin n’a pas de limite en +o0.

Conclusion : ‘ h n’a pas de limite en +oo |

Exercice 6 : Limites diverses
Lorsqu’on cherche une limite en @ € R*, on peut toujours poser t = = — «.
Il s’agit alors de chercher une limite en 0 pour ¢, ce qui permet d’utiliser si besoin les équivalents usuels.

1. Onposet=x—1,doncx=t+1:

() = a(t +1) e ele’ — 1) VT FE—1~ L
a(z) =a = = e -1~ =,
t+1—VEi+1 t—(VI+i—1) 02
t t
donc: t—(v/1+t-1) ¥ t— 3<% (voir dans le cours le complément sur les sommes d’équivalents).

Par ailleurs, et — 1 > t.

t
Il vient, par quotients d’équivalents : a(t + 1) - 2e, donc tlin(l) a(t+1) =|lim a(z) = 2e|.
—

5 z—1

2. Onposet=xz—1,doncx=t+1:
b(gc)_b(“_l)_(t+1)3—3(t+1)+2_t3+3t2+3t—|—1—3t—3+2_t3+3t2_t2+3t
B (12 -4+ 1) +3 242+ 1-4t—4+3 2-2t  t—2
donc : lim b(¢t + 1) =| lim b(z) =0
t—0 r—1

Remarque : on peut aussi bien factoriser par (x — 1) les polynémes apparaissant au numérateur et
au dénominateur, puisque x = 1 est racine de ces polynomes.

3. Onposet=x—2,doncx=1t+2:

clx) =c(t+2) = 71112;;1)

t . -
i 1, donc tlgr(l)c(t—i—Q) =[ lim ¢(x) = 1|

r—2

~
0

4. Onposet:x—%,doncx:t—&—gz

i(z) = cos (t + g) Z; sin (t + %)
Vo B 3

:§(—251nt)r(\; s -1 donc xh_r}nﬁd(x):—

) —sintcos(F) — costsin(Z))

ISE

1
=% (costcos(F) — sint sin(

I

5. Onposet:x—g,doncx:t—&—g:e(m)ztan(t—i—g)tan(?t—i—w).

D’une part, tan(2t + 7) = tan(2t) car la fonction tan est m-périodique.

sin(t + = t
D’autre part, tan (t + g) = ( 2) — o

cos(t+ %) —sint’
t)tan(2t)  1x 2t
On obtient : ¢ (¢4 7) = _ cos(?) tan(2t) X2 9 donc : [ lim e(z) = 2],
2 sin(¢) o t ez

Exercice 7 : Limites & droite et & gauche en 0

1. On distingue deux cas :

1 1
*six>0,alorsl—|—x>0d0ncf(x):x(1+m):x—i-l,donc lim f(x)=

z—0t

1 1
*sil<x<07alorsl+<Od0ncf(z)—x<1+>—:1:1,donc lim f(x)=-1|
x x

r—0—
x . x\/§
_(_ﬁ) |z

2

* Si x> 0, alors g(z) ~ e x\[ =2, donc| lim g(z) =v2|

2. Par équivalents usuels : g(z) ¥ . On distingue deux cas :

z—0t
x Siz <0, alors g(z) ~ M = —+/2, donc| lim g(x) = V2|
0~ x—0~




