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TD 9 : Suites.

1 Comparaison des suites

Exercice 1.
Comparer (al’aide de o et ~) les suites suivantes :
1. up,=n+1, vy,=n 3. up,=Inn, v,=n

1

2. up=n% v,=n 4. up=sin}), vy,=1

Exercice 2.
Donner des équivalents simples (sans somme) des termes généraux suivants :

)
1. cos|—]|.
n

4
2. 24 pll

3. (n++v/n)%-n? ou a est un réel
non nul

2 Vrai/Faux

Exercice 3.
Vrai/Faux? On donnera une justification lorsque c’est juste, un contre-exemple lorsque
c’est faux.

1. Si une suite converge vers 0 et est de premier terme strictement positif, alors elle
est strictement décroissante.

2. Siune suite est strictement décroissante et positive, alors elle converge vers 0.
3. Siune suite diverge vers +oo, alors elle est croissante a partir d'un certain rang.

4. Si(uy)nen converge vers 0 et ne s’annule pas, alors —ul — 400 0u —ul — —oo quand n
n n
tend vers +oo.

5. (Un)nen converge vers [ e Rssi: (Ve >0)AN)(Vn = N)(lu, — 1| <e).
6. (Un)nen convergevers leRssi: (Ve=0)AN)(Vn= N)(u, -1 <e).

7. Soient () nen €t (Vy) nen des suites réelles. Si (1) neny €t (V) nen convergent vers [
etl' et que I < ', alors a partir d'un certain rang u, < v;,.

8. Soient () nen €t (Vy) nen des suites réelles. Si (1) neny €t (V) nen convergent vers [
etl' etque I < I', alors a partir d'un certain rang u, < v,,.

3 Convergence et calcul de limites

Exercice 4.
Les suites suivantes sont-elles convergentes?

nim
1. up=1+(-1D". 3. unzcos(7).

4. up=Q1+2)2m,

Exercice 5.
Calculer, lorsqu’elle existe, la limite des suites définies par :

2 3
sinn® —cosn -
Up=n-vn?2-n v,= ——w,=V3—-sinn?
n
nd+2n (=D
a,=——— b, = (cosn)sin

3}'1
Exercice 6. ;
Soit x € R. Montrez que la suite de terme général u, = iz Y. lkx| est convergente et cal-
" k=1
culez sa limite.
Exercice 7.
Soit (1) nen définie par ug=0et VneN, uy+1 = v2uy, +35.
1. Montrerque VreN, u, <7.

2. Montrer que (1) zen €St convergente.

Exercice 8. .
Pour tout entier n, on pose I, = f (Inx)" dx. Montrer que la suite (I,;) ,en converge.
1

Exercice 9. n
Montrer que la suite définie par uy € R* et uy41 = up + 1
n+

u2 admet une limite qu’on
déterminera.
4 Expression du terme général

Exercice 10.
Soit (uy) nen la suite définie par up =1etVn =0, u,4+1 = u, +2n+ 3. Montrer que

VneN,u, = (n+1)2.

Exercice 11.
Déterminer la limite de toute suite réelle vérifiant 2(v,,41 — Vj42) = Up.



Exercice 12.
Soit la suite définie par uy =1, 3 =1 et uy12 = Up41 +2uUy, — 4. Trouver v € R tel que la
suite définie par v, = u, +y vérifie v,+2 = v,41 + 2v,. En déduire une expression de u,,
pour tout 7.

Exercice 13.

Soit (1) nen la suite définie par uy € R et u,4; = 2u, — 1. Montrer que la suite de terme
général v, = u, —1 est une suite géométrique. En déduire une expression de u,, pour tout
n.

5 Suites récurrentes

Exercice 14.

1 2
Soit () nen 1a suite définie par up =2 et 41 = 3 (un +—.
Upn
1. Montrer que pour tout n € N, u, existe et u, = V2.
2
Up—2
2. Puis montrer que pour tout n €N, |ups1 — V2| < %

1
3. En déduire que pour tout n € N, |un - \/§| < P et donner la limite de (¢;,) nen-

Exercice 15. )

ﬁ en fonction de la
Un

Etudier la nature de la suite définie par ug € R\ {=1} et 1,41 =
valeur de uy.

Exercice 16.
Etudier la suite définie par ug = 1, u,,11 = 1 +In(u,,) en fonction de la valeur de .

6 Exercices plus théoriques

Exercice 17.
Soit (x,)nen la suite définie par Vn € N,In(x,) + x, = n. Montrer que la suite est bien
définie et déterminer la nature de la suite.

n
Exercigr hser que pour tout n € N*, il existe un unique x, € [0,1] tel que Z x],j =1.
k=1
2. Etudier la monotonie de la suite (x;,) sen.
3. Montrer qu’elle est minorée par 1/2.
4. Montrer qu’elle converge vers 1/2.
Exercice 19.

Soit (u#;) neny Une suite réelle. On suppose que les suites (U27) neN, (U2n+1) nen €t (Usn) nen
convergent. Montrer que (#,) ,en converge.

Exercice 20.
Soit (1) nen une suite a valeurs dans Z. On suppose que (u,),en converge. Montrer
qu’elle est stationnaire.

Exercice 21.

Pour 7 un entier naturel non nul,on note H,, =

?\TM:

1
=
1. Vérifiezque Vn=1,Hy, — H, = % et que H est croissante.
2. Déduisez-en simplement que H,, — +oo.
3. On admet que (H,-Inn),pn+ converge vers y. Déterminer la limite de
(Hzp, — Hp) penx -

Exercice 22. £
Pour tout entier r supérieur ou égal a 2 et tout entier naturel non nul n, on note :

LA |
Sp(r) = Z F
k=1
1. En remarquant que, k=" < (k—1)"' — k™! (pour r et k a préciser), montrez que la
suite (S, (r)), converge, pour tout entier r = 2.

2. On note o, lalimite de la suite précédente.
Montrez que la suite (0),>2 est décroissante.
3. (a) Vérifiez que Vk =2, % < f,f_l %.
Déduisez-en:¥n=2,1<S,(r) <1+ f;" 4£.
(b) Montrezque:Vr>2,1<0,<1+-L.
Déduisez-en la limite de o.

7 Sibesoin d’encore un peu d’entrainement

Exercice 23.
Donner des équivalents simples (sans somme) des termes généraux suivants :



1. n2—In(n) +e
2. 2" —e" +1n(n) — cos(3n?)

1
3. cos (—) - 1.
n

1/n

Exercice 24.
Les suites suivantes sont-elles convergentes?

_ n+l _ e
1. Un =55 ‘ 2. up="%;.
Exercice 25.

Soit a > 0. Calculer, lorsqu’elle existe, la limite des suites définies par :

n . nrw 2n n?+ (-1)"
u,=vnn+a)-n v,=—-sin— w,=cos|— =—
" ( ) "o 2 " (n') " o2+ yn

1
3 .
vn+l nesm-—
a, = b= ———"— c¢,=n*ln(l+e™ ™).
" n+3 " m2+3n-1 " ( )
Exercice 26.

Déterminez les limites des suites uy, = n'/" et v, = (@ + b™)V'", ot1 a et b sont deux réels
telsque0<a<b.

Exercice 27.
lny/n| J
|

Déterminer la limite de la suite de terme général u, = /n {

Exercice 28.

. . . .sinn
Montrer que la suite de terme général

converge.

Exercice 29.

1 n
Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = f
0

t
dx.
a+nz"

Exercice 30. .
i
N

Déterminer la nature de la suite de terme général v, =

Exercice 31.

n

Pour tout 7 € N*, on pose u;, = Z
=L Vn+k

. Déterminer la limite de (1) ,en+ -

Exercice 32.
Donner une expression en fonction de n de la suite définie par u,4+2 =21, — uy41, Up =0
et u; = 3.

Exercice 33.
Donner une expression pour tout z de la suite définie par w12 = Up+1—Un, Up=1,u; =2.

Exercice 34.
Déterminer une expression du terme général de la suite définie par up =0, u; =1 et

Vnzl,upe = Uy +2u,-1.

Exercice 35.
Déterminer une expression du terme général de la suite définie par uy = 0 et Vn €
N, up+1 = —-3u, +2.

Exercice 36.
Déterminer une expression du terme général de la suite définie par u; =2 et

VneN* u,1=nn+u,

8 Une fois qu’'on est a 'aise

Exercice 37. %

. . . . 1
Soit (1) nen une suite monotone. Montrer que la suite de terme général v,, = — Z uy est
ni=1
monotone, de méme sens de monotonie que (i) neN-

Exercice 38.
La suite de terme général u, = [|v/n] — v/n] admet-elle une limite?
Exercice 39. ¥

Etudier la suite définie par up € R, u41 = ——
n

en fonction de la valeur de u.

Exercice 40. 1
Soit n € N la suite définie par e + x,, = PYSE
n

1. Montrer que (x5)zen €st bien définie.

2. Montrer qu’elle converge.

Exercice 41.

1
1. Soit n € N*. Montrer qu'il existe un unique x, € R tel que x5 + x, = —.
n

2. Montrer que (x,) ,en converge et déterminer sa limite

Exercice 42. %
b4 b4
SoitneN, I,, = -3 + n, 5 + nm| et (E) 'équation tan(x) = x.

1. Soit n € N. Montrer que I'équation (E) admet une unique solution x, dans I,

2. Déterminer la limite de (x;,) en-



3. Montrer qu’il existe une suite (v,),en qui converge vers 0 et telle que Vr e N, x, =
T
ni+ 5 + Uy

Exercice 43.

1. Montrer que pour tout 7 € N, 'équation x3 + nx = 1 admet une unique solution
réelle. On note u,, cette solution.

2. Montrer que la suite (u,) ,en €st décroissante.

3. En déduire qu’elle converge et donner sa limite.

Exercice 44. ¥ &
On considere les deux suites (ay)nen €t (by)nen définies par by > ag > 0 et, pour tout

nelN,
an+by,
ap1 =V anby, by = 2

Montrer que ces deux suites sont bien définies puis qu’elles convergent vers la méme
limite.

Exercice 45.
Soit (1) nen €t (v5,) des suites réelles.

n
1. On suppose: u, — a avec a > 0. Montrer que lim Z Uj = +o00.
n—+oo k=0
2. On suppose (Vy) nen Vérifie lil}_l Un+1 — Un = a avec a > 0. Montrer que lirP vy =
n—+oo n—+o0o
+00.




Memo

— Comment montrer qu’'une suite (i) ,en €5t monotone?

Déterminer le signe de u,,4+1 — uy,.

Déterminer sile quotient u,1/u, estinférieur ounon a 1 sila suite est a termes
positifs.

Utiliser la définition implicite de la suite, c’est-a-dire la monotonie de la fonc-
tion si la suite est définie comme antécédent.

— Comment déterminer si une suite converge/admet une limite?

Utiliser le théoreme d’encadrement (ou juste minoration ou majoration pour
une limite infinie)

Etudier sa monotonie et son caractére bornée

Ftudier des suites extraites (deux suites extraites ayant des limites différentes
pour contredire la convergence, convergence méme une méme limite des suites
(U2n) nen €t (U2,+1) nen pour conclure a la convergence.

— Comment déterminer la limite d’une suite?

Calculer sa limite
Utiliser 'unicité de la limite
Encadrer/majorer/minorer la suite

— Comment donner une expression en fonction de n d'une suite définie par récur-
rence?
— Appliquer le cours si c’est une suite géométrique ou récurrente linéaire d’ordre

2.

Se ramener a une suite dont on connait I’expression (c’est-a-dire une des deux
précédentes)

Faire une récurrence (en "intuitant” la formule sur les premiers termes)

— Comment étudier une suite récurrente définie par u,+; = f(u,) ou f est une fonc-
tion continue?

On détermine les points fixes de f.

Si on peut déterminer la monotonie de la suite sans calcul (ou presque ), on

conclut.

Sinon, on dresse le tableau de variations de f, on en déduit des intervalles

stables par f.

Si f est croissante

— On détermine le signe de la fonction g : x — f(x) — x pour connaitre la mo-
notonie de la suite (#,),en. La monotonie de la suite peut dépendre de la
valeur de uy.

— On étudie le comportement de la suite selon la valeur de u.

Si f est décroissante

— On étudie le signe de g : x — f o f(x) — x pour connaitre la monotonie de la
suite (u2,) nen Selon la valeur de wug.

— On étudie le comportement de la suite (u25) nen Selon la valeur de ug.

— On étudie la limite de la suite (t2,,41) nen = (f (t21)) e, €0 utilisant la conti-

nuité de f.
— On en déduit la nature de (u;,) en.

— Si f change de variations

On étudie le comportement de la suite selon la valeur de ug en travaillant sur
des intervalles stables par f pour se ramener aux situations précédentes (f
croissante ou f décroissante).



CorrectionduTDn 9

Correction 1
1. v, ~uy
2. vp=o0(uy)
3. uy = o(vy) (croissance comparée)

4. Uy ~ vy

Correction 2

1
1. cos(—) ~1.
n
2. 274 pl0" L on
3. Soit a # 0. (n+\/ﬁ)“—n“=n“((l+i)a—l) ~n"i
NG NG
1 1
4. cos —-1~—-——7.
n 2n?
Correction 3
=n"
1. Faux, u, = .
n+1

1
2. Faux, up, =1+ —.
n

3. Faux, up,, =2netug,+1 =n.
(-n"

n+l’

5. vrai, découle de la définition.

4. Faux, u, =

6. faux, si € = 0 cela signifie que la suite est stationnaire a partir d'un certain rang si
elle converge.

7. fauxsil=1"et v, < uy,.
! —
8. vrai, en appliquant la définition ae < —~ et pour un rang suffisamment grand, on

aup<l+e<!l' —e<vy,.

9. faux, u, = (-1".

10. vrai, contraposée de "convergente donc bornée".
1

11. faux, u,, = ——.
n

(="

n+1’

12. faux, u, =

Correction 4
1. Non, car uz, — 2 et uz,+1 — 0.
2. oui, elle tend vers 0.

3. non,car ug, =1etugpp=-1.

.Onaln

1 1 1 1
4. on écrit u, =exp (ann(l + —) 1+ —) ~ — donc 2nln(1 + —) ~2,onen
n nl] n n

déduit que u,, — €.

Correction 5
JR— un =n-

n2-n=—>~t—=—2>1_donc lim u,=1.
n—+oo

n+Vn2-n 1+V1-1/n

— vyl < 2 donc v, tend vers 0 quand » tend vers +oco.

— wy = enln(3 sm") On a2<3-sinn<4Vndoncln2 <In@B-sinn) <1In4,Vn et
par le théoreme des gendarmes, %ln(3 —sinn) — 0 donc w, — 1 par continuité de
I'exponentielle.

,?Tis +(2)", chaque terme tend vers 0 donc a,, aussi.

=D
70

\sinn2\+\cosn3|

— ap=

— D" 0 donc par continuité de sinus, sm(

NG
ab,—0.

) — 0 et cosinus étant bornée, on

kx donc, en sommant les

xn(n+1)

nS T
2n

Correction 6 Soit n € N, alors Vk e[L,n],kx-1< kx| <

1 1
inégalités, Z kx—-1< Z lkx] < Z kx puis xn(n+ ) - <u
k=1 k=1

X
reme d’encadrement, on en dedu1t que u, — >

Par le théo-

Correction 7

1. Par récurrence sur n.



2. On montre que (1) nen €St monotone. En effet, si n € N, alors

oot =ty = —u? +2uy, +35
Up+v2Up+35
Le polynome X2 —2X — 35 est de discriminant 144, les racines sont donc 7 et =5,
il est positif entre ses racines. D’apres la question précédente, on sait que Vn € N,
Un €]0,7[c] —5,7[. On en déduit que Vn e N, u,+1 — Un = 0. (Uy) nen €St croissante.
Comme elle est majorée, elle est convergente.

Correction 8
Oncalcule I,y — I, :

e e e
In+1—In=f (lnx)”“dx—f (lnx)”dxzf (nx)™* - (Inx)") dx.
1 1 1

Pour tout x€ [1,e],ona0<Inx<1donc
vneN, (Inx)"! < (nx)™.

Par croissance de l'intégrale, on a I+ — I, < 0 et la suite est décroissante.
Par positivité de I'intégrale, on sait, de plus, qu’elle est minorée par 0. On peut donc
affirmer qu’elle converge.

Correction9 On calcule uy,, — uy,, on trouve :

2
>0
n+1

donc la suite est croissante. Si elle converge vers une limite finie /, on 11111 Ups1 =l et
n—+oo

nu

Up+1 —Un =

’

im ufl = 2. Par unicité de la limite, on doit avoir
n—+oon+1

I=1+1?

ce est équivalent a [ = 0. Or, la suite est positive par une récurrence immédiate, étant
donné qu’on a supposé ug > 0. Elle ne peut donc croire vers 0 ce qui montre que la suite
tend vers +oo

Correction 10  On le montre par récurrence sur N. Pour n = 0, le résultat est vrai. On
suppose qu’il est vraiaurang n+1.On a:

Upi1 = Un+2n+3=n+1)>+2n+3,

par hypothése de récurrence. Or :
(m+D*+2n+3=n"+2n+1+2n+3=n"+4n+4=(n+2)>

La formule est vraie au rang n + 1. Par le principe de récurrence, on a montré qu’elle est
vraie pour tout entier n.

Correction 11 L'équation caractéristique est

2r* —2r+1=0.
. 2+2i 1%i 1 ix s . ..
Ses racines sont 2 = - = Ee 4. On en déduit que les suites vérifiant 2(v,+; —

Uns2) = Uy, sont de la forme

( ! )n (acos n + Bsin nn)
V2 4 4
nm nm "
Quelque soient les réels a et B, le terme a cos e + fBsin e estborné et nlil}_l (—) =0
—+00

donc une telle suite tend vers 0, quels que soient ses premiers termes.

Correction 12 Posons v, = u, +Y, alors
Uni2 = Ups2 +Y = Uni1 +2Up —4+Y = (Vns1 =) +2(Vn—Y) + Y =4 = Ups1 + 20, -2y — 4.

Pour avoir I'égalité souhaitée, il faut y = —2. La suite (v,) ,en €5t une suite récurrente dont
on peut déterminer I'expression. Son équation caractéristique est

rP—r+2= 0,
dont les racines sont —1 et 2. On en déduit qu'il existe (a, 8) € R? tel que Yn € N, v, =
a(-1)"+p2".Onayy=1doncvy=-1=a+Petuy =1doncv; =-1=-a+26.0Onen
1
déduit que a = -3 etf= -3 On a donc

(_1)n+1

vneN, v, = —dfrac2"13,

(_1)n+1

vneN, u, = —dfrac2™13+2.

Correction13 Ona
Un+1 = Up+1 — 1 =2Uy —2 =20y,



la suite (v,,) neny €St donc une suite géométrique de raison 2. On a :
VneN, v, =2"vy=2"(ug-1),

on en déduit que :
vneN,up=v,+1=2"u—-1)+1.

Correction 14

1 2
1. Onpose f:x— 3 (x + —). La fonction est croissante sur [1, +oo[ (calcul de dérivée).
X

On remarque que f(v/2) = v/2, on va donc procéder par récurrence. On a g = 2 >
Vv'2, le résultat est donc vrai au rang 0. On suppose qu’il existe un entier 7 tel que
u, = /2. On applique f qui est croissante sur [1,+oo[. On obtient f(u,) = f(v2)
d’oit uy,y; = V2. La propriété est héréditaire. Par le principe de récurrence, on a
fluy) = V2 pour tout n € N.

2. Soit n €N, alors

1 2

Uns1— V2 :E(un+u_ -V2
n

_u%+2—2\/§un
- 2Uy,
_(un_\/z)z
2uy )
Up—vV2

(n2 ) caru,l?\/izl

On a bien I'inégalité souhaitée.

3. Linégalité a montrer est vraie pour n = 0 car |up — v/2| < 1. La propriété est donc
initialisée. On suppose qu'il existe un entier n tel que |u, — v2| < T
Ona

Un —V/2)?
ltuna —v2| < % d’apres la question précédente

1 2
< > (W) par hypothése de récurrence

<
La propriété est vraie au rang n+ 1. Par le principe de récurrence, elle est vraie pour
tout entier n.
On en déduit que la suite (u,) ,en converge vers V2 car nETw(un -v2)=0, d’apres
I'inégalité que I'on vient de montrer.

Correction 15 Les points fixes, et donc les limites possibles sont les réels [ tels que

12

m:lc)12:(l+1)4©l:00u(1+l)4:1.

Onadoncl/=0o0ul=-2.

On remarque que la suite est a termes positifs a partir du rang 1. Lunique limite pos-
sible est donc 0.

De plus,ona
Un+1 _ Un

u, (Q+up?

Or, pour toutn=1,1+u, >1donc
(1+un)4>1+un>un.
On en déduit que, pour tout n =1,

Un+1
Un

<1,

ce qui montre que (u5) zen €St décroissante. Comme la suite est minorée, elle est conver-
gente et nous avons montré que 'unique limite possible est 0.

Correction 16 On a yg = 1, il est alors clair que pour tout n €N, u,, = 1. On pose f(x) =
1+In(x), on va étudier f sur [1, +oo[. La fonction est croissante, d’'image [1, +oo], la suite
(4n) nen €st donc monotone et minorée. On pose g(x) = f(x) —x. On a

’(x)—l__x
g =

donc g’'(x) < 0 pour tout x = 1. Comme g(1) = 0, on en déduit que g est négative. Par
suite, quelque soit ©y € R, on a u; — uy < 0 donc la suite (1) ey est décroissante. Comme
elle est minorée, on sait qu’elle converge. Sa limite est 'unique point fixe de f : 1.

Correction 17 On pose f(x) =Inx+ x. La fonction f est strictement croissante et son
image est R, elle est donc bijective ce qui nous assure que la suite est bien définie.
Deplus,ona:
fn) =n<n+1=f(xp41)

donc, par croissance de f,
Xn < Xn+1

ce qui montre que la suite est croissante. On sait donc qu’elle admet une limite. Si (x;,) nen
admet une limite réelle [ alors, par continuité de f,

Jim £ 0o = £,



or:

lim f(x;)= lim n=+oo
n—+oo n—+oo

donc la suite (x,) ,eny N'admet pas de limite réelle, elle tend vers +oo.

Correction 18

n
1. Onpose fp(x) =) x¥. La fonction f,, ainsi définie est strictement croissante sur R
k=1
donc injective. Comme, de plus, f(0) =0 et f(1) = n, on sait que 1 est un élément

de f([0,1]) donc il admet un unique antécédent dans [0, 1].

2. Pour étudier la monotonie de la suite, on remarque que, pour tout x, on a f;,(x) <
fn+1(x). Ona donc

fn(xn) < fua1(xn).

Or fu(xn) =1= fur1(xp41), donc

fur1 (1) < fue1 (),

ce qui permet de conclure que x,] < X, par croissance de la fonction f;,. La suite
ainsi définie est donc décroissante.

11-1/2" 1
3. On calcule:f,(1/2) = > 1-172 =1- o0 < 1.0Onadonc f,(1/2) < f,(x,) donc, par

croissance de f;, x, = 3

1
4. On sait que la suite (x,) zen est décroissante et minorée par X elle est donc conver-

1-x"
gente. Notons [ sa limite réelle. On a f,,(x) = x I

. l
donc nErPoo fnlxn) = 17 car

l
. Comme, de plus, f,(x;) =1, on a, par unicité de la limite, 1-1° 1dou

-x
le

1
-1
2

1
I=—.
2

Correction 19 On note [;, I et I3 les limites respectives des suites (¢25) neN, (U2n+1) neN
et (Uspn) nen-

La suite (#105) nen €st a la fois une suite extraite de (u25,) nen €t (Usy) nen. Par unicité de
lalimite, on a donc I = I3. De méme, la suite (¢410,45) nen €st a la fois une suite extraite de
(U2n+1) neN €t (Usy,) nen- Par unicité de la limite, on a donc I, = I3. On en déduit que [; = I,
donc les suites extraites des indices pairs et impairs convergent vers la méme limite. On
en déduit que (u,) ,en coOnverge.

Correction 20 On suppose que (u,) ey converge vers un réel /. Par définition de la

1
limite, il existe un rang N tel que pour tout n = N, u, € |l — > I+ 3| Orily a au plus

. e 1 1 . . . .
un unique dans l'intervalle ouvert | [ — > I+ >l la suite est donc stationnaire a partir du

rang N, égale a cet entier.

Correction 21
2n 1 1
1. Ona Hy, - H, = Z —. Pour tout k dans [|[n+1,2n|], ona — = — donc, en som-
k=n+1 k 2n

mant les inégalités :

2. On sait que (Hy)en est croissante, elle admet donc une limite. Si cette limite est
réelle, notons-la [, alors Hy, — H, — [ — 1 =0, ce qui est impossible car cette diffé-
rence est minorée par 2. On en déduit que la suite tend vers +oo.

3. Ona Hy, —1In(2n) — y donc Hy, —In(2n) — H, +1n(n) — 0. On en déduit que Ha;, —

H, —In(2).
Correction 22
1 1
1. On sait que pour tout k > 1, on a k? = k? — k donc z < Z_r ce qu’on peut aussi
écrire :
1 1
J— < —_—
K -1 k
r 2 1 1 4 :
Pour r =22, on a k" = k“ donc — < —;. On en déduit que pour tout k > 1 et tout
ko k2
r=2,ona:
1 1 1
— < — .
kK k-1 k

On en déduit, on sommant les inégalités entre 2 et n, que :

S(r)<1+i(L—l)—1+1—L<2
T s k-1 k)T n-1_"

La suite est donc majorée. Comme, on a:

Sn+1(r)=Su(r) =

=0
(n+1)"

la suite est croissante, on en déduit qu’elle converge.



1 1
< —. En sommant entre 1 et n, on obtient
kr+l kT

Sp(r+1)<S,(r), VvreN.

2. Pourtout kentrel et n,ona

On en déduit, en passant a la limite, que 0,11 < o, donc la suite (0,),¢y est dé-
croissante.

1 1
3. (@) Pourtoutxe[k—1,k],ona o < prt On intégre entre k — 1 et k, on obtient :

ko1 k dx
[F e [*
k-1 kT k-1 X"

S 1 ¢ dx o .
ce qui implique o < fiy ol On somme ces inégalités entre 2 et 1, on obtient :

no1 n k dx
> S > f ~r
k=2 k=2 k-1 X
ce qui se réécrit, grace a la relation de Chasles :
1 f "dx
y —<[ &
i kX
On a ajoute 1 de chaque coté :

"dx

S,,(r)<1+f —.
1 X

Comme il est clair que S, (r) = 1, on al’encadrement souhaité.

dx [x'77]" 1
(b) Ona f"— = = — - .Onadonc:
xT 1-r|y QA-rnn™1 1-r
1 1
1< 8,0 < +1.

A-nn~1 1-r

En passant a la limite quand n tend vers +oco. On obtient :

1
l<o,<l+—
r—1
Enfin, on fait tendre r vers +oo. Par le thm d’encadrement, on en déduit que
lim o,=1.
r—+oo
Correction 23

1. n2—1Inn) +e''" ~ 2

2. 2" —¢" +1In(n) — cos(3n?) ~ e”
1

1
3. cos(—)—1~ -—
n 2n?

Correction 24
1. oui, elle tend vers 0.

2. non, elle tend vers +oo par le thm de croissances comparées.

Correction 25

— up=vnn+a)-n= ad 4

VnZ+na+n  Vi+aln+l

donc lim u,=4%
n—+oo

2"

4p+1 .
— Usp+41 = pT — +oomais vz, =0,Vp donc (v,) ne peut pas converger.

n . c. 2 . .
— Ona zn—, — 0 quand 7 tend vers +oco donc par continuité de cosinus, 11111 wy =1.
: n—+oo

2 n
n (-1 .
— Zp= + donc lim z,=1.
n+vn n*+vn n—-+oo
—_—
-1 -0

— ay ~+ donc a, — 0.
1
— by, ~nsin— donc b, — 1.
n

— ¢, ~n*e donc ¢, — 0 par croissances comparées.

Correction 26

par continuité de 'exponentielle, u,, — 1.On a:

1/n

(@"+bMHYn = b((%)n+1) ,

et
donc v, — b.

Correction27 Ona:

lnvn)>nyvn-1,

donc:

lny/n) - nyn-1
n n

1 . .
Uy = exp (—ln(n) . Par croissances comparées, hrP
n n—+oo

In(n)
n

=0 donc,



et, par croissance de la partie entiere,

-1 -1
{Ln\/ﬁJJ>{n\/ﬁ J>n\/ﬁ 1
n n n
Onadonc:
1 -n-1
P [ [uEUE
n
-n-1
or, \/ﬁ(%) T, T donc, par minoration, u, — +oo.

Correction 28 On encadre le terme général :

1
S —.
Vvn

sinn

VneN*, |—
vn

1
Comme lim — =0, on en déduit, par encadrement, que la suite converge vers 0.
n—+oo \/p

Correction29 Pourtoutz€[0,1],ona

tn
0s——<t
(1+ )2

fl tde fl tdt
0< — < _—
o A+02 Jo
1

= , on obtient :
n+1

donc

tn+1

Ledr
Comme =
o "

n+1 0
O<su,<——01,
n+1

ce qui permet d’affirmer que la suite (u,) ,en converge vers 0.

Correction 30 On encadre :
n n n
Vn>0—-1< \_—J < —,
2 2

donc

On en déduit que :

1
donc [— {ﬁ” =0.0Onadonc:
nt2
Vn>0,v,=0,

ce qui montre que (V) ,en converge (puisqu’elle est constante) et que sa limite est nulle.

Correction31 Onau,= donc u, — +oo.

n
van

Correction32 L équation caractéristique 2 +r —2 = 0 posséde 1 et —2 pour racines, on
sait donc qu'’il existe deux réels « et g tels que :

VneNu,=al” +B(-2)" = a+ p(-2)".
Déterminons «a et § al’aide des premiers termes :
up=0=a+p,
et
uy=3=a-24.

Onadonca=-feta=1,dou:

VrneNu,=1-(-2)"=1+2)""L.

Correction 33  On écrit I'équation caractéristique :

rP—r+1=0.

Ses racines sont — +

1 l 3 in
3 T\/_ =e3.0n en déduit qu’il existe (a, B) € R? tel que
nmw Bsi nm
Up = acos — + fsin —.
" 3 3

b4 T
OnauozI:aetuI:Z:acos§+ﬁsin— ﬁ\/_

3 5" . On en déduit que 8 = v/3 donc,

pour tout n €N,

niu . nm
Up =cos? +\/§sm?.



Correction 34 Léquation caractéristique est 7> — r —2 = 0 dont les racines sont —1 et 2.
1 existe donc (a, B) € R? tel que

vrneN,u,=a(-1)"+ p2".

1
Onau0=0=a+ﬁetu1=1=—a+2ﬁ.0nendéduitqueﬁ=gz—adonc

Vnedn, u, = % (2" -(=D").

1
Correction 35 On cherche a tel que (i, — @) zen S0it géométrique. On trouve a = 2’ on

1 1 1
adonc (un - 5) géométrique de raison —3 et de premier terme v — =77 On en déduit

que pour tout n €N, ona

1 1
up—==-=|=3)",
nTy (2)( )
d'ou, VreN,
(_1)n+13n 1
Up=————+-.
2 2

Correction36 Ona,pourn=2, u,y =n+1)nu,=(Mn+ 1.n2(n-1) Uyp—1.0On en déduit
que Up+ = (n+1). (n))2.ug donc

Vnz=1,u,=2n(n-1nH2%.

Correction 37 On suppose, dans un premier temps que (u,)en €St croissante. Soit
neN,ona

Untl =——=) Uk
" n+1 kg’l
1 }'l u +1
= Z uk n
n+1;= n+1
. n Un+1
- 7 Vn
+1 n+1
ainsi,
Un+1—Un= _1(_ Up+ Up+1)
Or,

donc v, < u, < uy4 par croissance de (uy)en. On en déduit que v,41 — vy, est positif
donc (v;,) nen €st croissante.

Si (uy) nen est décroissante, (—uy) nen €St croissante donc (—vy,) pen AUSSi PUis (Vy) nen
est décroissante.

On peut aussi (un peu plus tordu, je vous I'accorde) écrire :

1 n+1 121
Unel1—Unp = Up—— ) U
n+l1 n n+1k_1 k ngl k
Up+1 1 &
= — D) Up——) u
n+1 +1kz::1 k nkZ‘l k
_ Up+1 1 _l iu
n+l \n+l1 njzD v
_ Up+1 1 iu
n+l nn+1) k
Un+1 1 &
= - Uui—u +u
ntl ﬂ(”+1)];((]§k( j ]+1)) n+1)
Uni1 1 n n 1 n
= - (u;i—u u
n+l1 n(n+1)k;j§k A n(n+1),§1 i

1
<
=
+
st
—
M=

n+l nn+l) ==

1 n n
=y 2 ) (= w))

n(n+1) 2 ik

I
[

Ainsi, si (1,)nen €St monotone, alors pour tout j, (uj+1 — uj) est de signe constant et
Un+1 — Uy est alors également du méme signe donc (v,,) ,en est également monotone, de
méme monotonie que (Uy) neN-

Correction38 Onau,.=[|Vn?|—vVn?|=0et

1< |Vnr?+1]-Vn2+1<0.

Deplus, |[Vn2 + 1] —Vn? +1 # 0 car si ¢'était le cas, alors n2 + 1 serait un entier. On aurait
alors n? +1 = m? d’'oit n> — m? = 1 = (n— m)(n+ m) ce qui est impossible pour n > 1. On

adonc:
1< |Vnr?+1]-VvVn2+1<0.

ce qui implique, par définition de la partie entiére, que u,2,; = —1. On a trouvé deux
suites extraites de (u,) possédant des limites différentes donc la suite n’admet pas de
limite.

1
Correction39 Ona yj >0, il est clair que pour tout n € N, u,;, > 0. On pose f(x) = 1
X
on étudie cette fonction sur R} . On commence par déterminer si f posséde des points



fixes.Ona f(x) =x x2+x-1=0. Il'y a deux solutions :

-1+5
2 )
, -1+V5 - -1+V5 -
mais seule est positive. On note a = — Elle est décroissante, on a le
tableau de variations suivant :
X 0 a +00
1
! e
\ 0

On remarque que pour tout n € N*, u, € [0,1] donc la suite est bornée. De plus, fo f
est croissante donc la suite (#2,)en €St monotone. On peut donc affirmer qu’elle est
convergente quelque soit la valeur de uy.

Déterminons ses limites possibles. On a

fof()i):x

Lunique limite (positive) possible est a. On en déduit que liIP Upp, = a puis,
n—+oo

lil}_l Uzn+1 = f(a) = a par continuité de f. Enfin, les deux suites extraites (u2,) sen €t

—+00

n
(U2n+1) nen convergent vers la méme limite, on en déduit que la suite (u,) ey converge

Vers .

Correction 40
1. Onnote f: x+— e* + x. Alors f est strictement croissante, son image vaut R. On en

1
déduit que pour tout n € N, le réel 1 admet un unique antécédent que I’on note
n

Xn-

2. PourtoutneN,ona <

n+2 n+1l
on en déduit que (x,),en est décroissante. Si elle ne converge pas, elle tend vers

—o0. On aurait alors f(x,) — —oo par continuité de f. Or f(x,) — 0. On en déduit
que la suite (x,) ,ery €5t convergente.

donc f(xp+1) < f(x,). Comme f est croissante,

Correction 41

1
1. Lafonction f: x — x>+ x est bijective de R dans R donc pour tout 7 € N*, — admet
n

un unique antécédent.

1 1
2. Pour tout n € N*, on a ] < — donc f(x,41) < f(x,). Comme f est croissante,

on en déduit que (x,) ,en* €st décroissante.

1
Enfin, on remarque que f(0) = 0 < —, pour tout n € N*. Donc, toujours pas
n

croissance de f, x, > 0 pour tout n. La suite est donc décroissante et minorée,
on peut affirmer qu’elle converge. On note / sa limite. Par continuité de f, on a

flxp) — B+1 Or f(xp) = — — 0. Par unicité de la limite, on a [ + I3=0.0nen
n

déduit que I = 0 et la suite converge vers 0.

Correction 42

1. La fonction x — tan(x) — x est dérivable sur I,,, de dérivée x — tan® x donc f est

croissante. On a liﬂm =+oo et 1171%1 = —oo d’ol1 le tableau de variations sui-
X—5+nmw
2 X———+nm

vant :

b4 T

X +—+nm — + n7
2 2
fl® +
+00
—0OQ

La fonction f est bijective de I,, dans R, elle s’annule donc une unique fois sur I,,.
On en déduit que I'équation (E) admet une unique solution dans I,,.

T . . .
2. Onax,=nm— 5 dongc, par le thm de minoration, lim x, = +oco.
n—+oo

b2
3. On aimerait poser v, = x;, — nm — 3 et appliquer la définition de la suite (x;),en @

savoir tan(x;,) = x, mais
T
VneN,x, —nm— 3 €10, m],

sur lequel tan n’est pas définie.
On reprend le tableau de variations de f et on fait apparaitre f(nn) = —nx :



b4
X ——+nn nn 5 +nmw
' +
P +00
f —-nn
/
—00
et comme f(x,) =0 et f strictement croissante, on en déduit que x, = nn :
b4 b4
X ——+nn nmn Xn —+nm
2 2
' +
P +00
f —nr— 0

T T T
On pose v, = xn—nﬂ—g. Comme x, € ]nn,nﬂ+§[, onavy,€ ]_E’O[' On a
1 1

T b4
tan(v,) = tan(x, — nmx — E) =tan(x, ——)=

27 tan(x,) X,

1
On a donc v, = arctan(—— car vy, €

TT C e
-, = [ Par continuité de arctan, on en
Xn 22

déduit que v, — 0.

Correction 43
1. Soit n € N, on pose f, : x — x> + nx. Cette fonction est continue et impaire. On a
xl—i»IPoo fn(x) = +00 donc Im(f;;) = R. On en déduit que 1 admet un antécédent par
fn- De plus, elle est strictement croissante donc injective, 1 admet donc un unique
antécédent par f;;, on le note u,.

2. Ona f(1) =1+ net f,(0) = 0 donc pour n =
de (uy), on a0 < u, < 1. On remarque que pour tout x € R, fi,41(x) =
fn(x) + x donc pour tout x >0, on a

fnr1(0) > fu(x).

1, /) > fu(u,) > 0. Par croissance
X+ nx+x=

On adonc
Sur1(un) > fulun), or fr(un) =1= fri1(Uns1),
on a donc
fnr1(un) > frue1(un+1),

et, par croissance de f, on en déduit v, < u, donc (#,) ,en est décroissante.

3. Lasuite (i) neny est décroissante et minorée donc convergente.
Notons [ sa limite. Si [ # 0, alors u*:; + nu, — +oo. Or f,(u,) =1, on a donc une
contradiction. On en déduit que la limite est nulle.

Correction 44 On commence par s’assurer que pour tout n € N, a, + b, >0, ce qui est
clair par une récurrence immeédiate. Les deux suites sont donc bien définies.

(Vou-van)

On remarque ensuite que pour tout n €N, b1 — ap+1 = > donc
VneN, byl = anyl.
On en déduit que
VneN*, b, = a,,

et ce résultat est également vrai au rang 0 par hypothese.
Soit maintenant n € N, alors
an+ by
2
puisque a, < by,. Ainsi, la suite (b;,) ,en est décroissante.

De méme, a1 =/ anb, =

sante. On se retrouve alors avec

by = < by,

an donc (a; > 0), a,+1 = a, etla suite (a;) en €St crois-

VneN,ay < a,<b,<by.

On en déduit que les deux suites sont bornées donc convergentes par le théoréeme de

limite monotone. Enfin, si on note [ et I’ les limites de (a;,) sen €t (by) nen, alors byp1 — 1/
!

et by — — donc, par unicité de la limite, [ = I’ et les deux suites tendent vers la

méme limite.

Correction 45

a n
1. On sait qu’il existe N tel que Vn = N, u, = > On a donc, pour n = N, Z Ui =
N-1 n
Z U+ Z up= Y ug+(n— N+1)— Parle thm de minoration, lim Z Uy = +oo.
k=0 k=0 k=0

2. On suppose que (V) nen Vérifie 11111 Un+1 — Uy = a avec a > 0. Alors, d’apres la
n—+00
question précédente, on a

n

lim )" (Vg1 — Vi) = +o00,
n—+oo k=0

n
or Z (Vgs1 — Vi) = Un+1 — Vp. On a donc ngrpw Un+1l

=+oodonc lim v, = +oo.
k=0 n—+oo
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