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Devoir d’entrainement4.

Exercice 1.
Dans tout le probleme, si a, b € R, on note (Ea, b) I’équation différentielle linéaire du second ordre :

£y (0 +aty ) +by0)=0  (Egp)
Lobjectif est de résoudre cette équation (appelée équation d’Euler) sur R .
Partie I - Un exemple
Dans cette partie, on se place sur I'intervalle I = R, et on note (E) I'équation (E_1,_3) :
2y" -ty () -3y(1H=0 (B

d’'inconnue y: R} — R deux fois dérivable.
1. Montrer qu’il existe exactement deux réels r (que I'on précisera) tels que ¢ — t” soit solution
de (E) sur I. Dans la suite de 'énoncé, on notera r; < r» ces deux réels.
RY — R
t — 12y () —rat” y(r) -
(a) Montrer que y est solution de (E) si et seulement si W est solution de I'’équation différentielle
(Ew):2' (1) — it” =0, de fonction inconnue z.

2. Soit y: R} — R deux fois dérivable, et soit W :

(b) Résoudre (Ey ) et en déduire que y est solution de (E) si et seulement
* / 3 A
JLeR,VEER], ¥ (t)—;y(t) =7

(c) En déduire que I'ensemble des solutions de (E) est {t — At +ut | (A,p e [RZ}.
Partie II - Wronskien

Dans cette partie, on considere m et n deux fonctions continues a valeurs réelles sur un intervalle I,
et on note (Ep) I'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2, a coefficients non constants :

viel, Y +m@®)y (O +n)y)=0  (E)
que I'on peut réécrire de facon fonctionnelle :
y'+my' +ny=0  (Ep)

On suppose dans la suite qu’il existe une solution de (Ep) qui ne s’annule pas sur I, et on se fixe f une
telle solution. Si g : I — R est dérivable, on appelle wronskien de f et g, et on note W, la fonction

We=rg'-f'g.

3. Montrer qu’'une fonction g : I — R deux fois dérivable est solution de (Ej) si et seulement si Wy
est solution de I'équation y' + my = 0.

4. Exprimer, pour toute fonction g dérivable sur I, la dérivée de % al’aide de Wy etde f.
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5. Al'aide des questions précédentes, expliquer en quelques phrases une méthode pour détermi-
ner, a partir de la connaissance des fonctions m et f, toutes les solutions de (Ey).

6. Plus précisément, montrer qu’il existe une fonction f;, non colinéaire a f (c’est-a-dire telle que
VYAER, fi # Af) telle que 'ensemble des solutions de (Ep) soit égal a {Af + ufi | (A, p) € R?}.
On expliquera clairement une méthode pour calculer une telle fonction f;.

7. Application : montrer que i est solution sur R} de I’équation : y" () + Zsch—h((t? y' (1) +y() =0.
En déduire I'ensemble des solutions de cette équation sur R} .

8. Montrer que si f> est une solution de (Ep) non colinéaire a f, alors 'ensemble des solutions de
(Eo) estaussi {Af +pufo | (A, ) € R?}.

Partie III - Résolution de I'équation d’Euler

Dans cette partie, a et b sont deux réels. On note P le polynéme X? + (a—1)X + b.
9. Soit r € R. Montrer que ¢ — ¢” est solution de (E, ;) sur R} si et seulement si r est une racine de P.
Dans la suite, on note A le discriminant de P.

10. Premier cas: A > 0. On suppose que P possede deux racines réelles distinctes ry et r». En utilisant
la partie II, déterminer I’ensemble des solutions de (E,,p) sur R%.

11. Deuxieme cas : A = 0. On suppose dans cette question que P possede une racine double r. Mon-
trer qu'on a alors a + 2r = 1, puis déterminer I'ensemble des solutions de (E, ) sur R.

12. Troisieme cas : A < 0. On suppose a présent que P posseéde deux racines complexes conjuguées
atip.

(@) Pour AeC,etteR}, onnote th = M Montrer que pour tout L eC,y : t— " est deux fois
dérivable sur R} et déterminer y et y}.

(b) En admettant que les résultats de la partie II restent valables pour des fonctions a valeurs
complexes (aucune difficulté puisque les calculs sont rigoureusement les mémes), détermi-
ner I'ensemble des solutions de (E, ;) a valeurs complexes, puis réelles.



Exercice 2. )
Montrer que pour tout x € R, | x| + {x + EJ =[2x].

Exercice 3.
1. Déterminer les racines carrées de —3 —41i.
2. Résoudre I’équation d’inconnue z€ C :
2 .
zc—z+1+1=0.

3. Déterminer les racines cubiques de 1 —i.

4. Résoudre I'équation d’'inconnue z € C:

2H-2+1+i=0.

On donnera les solutions sous forme trigonométrique.



Correction du DS d’entrainement n 4

Correction 1

Partie I - Un exemple

1. Soit r € R, et soit y, : £— t". Alors pour tout t € R*, y.(t) = rt" L et y/ (1) = r(r —1)¢" 2. Et donc

¥r est solution de (E)

VieR Pr(r—De 2 —¢trt™ 1 -31"=0
VteR:

VteR,(rr—-1)-r-3)t" =0

VieR:, (r?-2r-3)t" =0

¢ 000

C’est le cas ssi > — 2r — 3 = 0, équation dont les solutions sont |3 | et[—1].

Il est indispensable de raisonner par équivalence. Si vous commencez par supposez que t — t" est
solution, il vous faudra alors vérifier ensuite que t — t> et t — t~! sont solutions.

2. (a)

(b)

Puisque nous avons obtenu r, = 3, on a donc, pour tout t€ I :
W) =2y @) -3y (%)
W est dérivable sur I car y et y' le sont, et pour tout ¢ € I,
W'(t)=3y"()+32y () -32Y () —6ty() = 2y (1) - 6L y(1)
Pour tout ¢ € I, on a alors les équivalences :

WH-1wm=0 < £y @)-6ry@)—r*y (0)+3ty(1)=0
= Yy'"O-ty'(®O+3y(t)=0

car on peut diviser par ¢ > 0. Cela montre que W est solution de (Ey) ssi y est solution de (E).

La encore, il est indispensable de raisonner par équivalence, vous ne devez donc pas supposer
que W est solution.

Les solutions de (Eyw) (équation homogene) sont les

t— et =2 avec AeR

Donc d’apres la question précédente, puis en revenant a (), la définition de W, la fonction y
est solution de (E) si et seulement s’il existe A € R, tel que pour tout ¢ € I,

W) =At c’est-a-dire B3y (t)-32y(t) = At

)
2

y N . / 3
c’est-a-dire y (1) - ;y(t) =

car on peut diviser par > > 0.

On demande une condition nécessaire et suffisante donc, la encore, il faut travailler par équi-
valence. Résoudre I'équation, et affirmer que y est donc solution d’'une équation avec un A en
précisant simplement que A est réel ne répond pas a la question. En effet, y n'est pas solution,
on vous demande de trouver une condition équivalente pour qu'une fonction soit solution de E
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(c) Fixons A € R et résolvons I'équation (Gy) : y'(t) — %y(t) = %
e Les solutions de I'équation homogene y'(f) — % y(t) = 0 sont les ¢t — ue
HeR.
¢ Cherchons une solution particuliere par la méthode de la variation de la constante, c’est-
a-dire sous la forme y : £ — pu(£) 3, avec u: R* — R dérivable.
Une telle fonction est solution de (G,) si et seulement si pour tout ¢ € R},

/ 3 2 3 3 A ! A
W +3t ,u(t)—;u(t)t =2 = ,u(t)=;

. 1A . A . .
Donc par exemple, u: ¢ — —3% convient, de sorte que ¢ — — 7= est une solution particu-

liere.
e Conclusion : I'’ensemble des solutions de (G,) est {t — ,Ltt3 - % | pe [Rz}.

Ce travail étant vrai pour tout A € R, et en remarquant que lorsque A parcourt R, le nombre %

parcourt lui aussi R, on obtient '’ensemble des solutions de (E) :

{t»—»,ut3+% | (A,M)ERZ}

Comme la solution était donnée, beaucoup ont essayé de justifier que ¢a marchait en écrivant n'importe

quoi (et notamment en m'écrivant que t — 7 était aussi solution particuliére. Certains ont bloqué sur le

1
. e . . N . 2z . _5
calcul de primitive de t — ps qui ne pose pas de probleme si on écrit t — 7.

Partie II - Wronskien

3. Soit g : I — R deux fois dérivable. Alors Wy est dérivable car somme de produits de fonctions
dérivables, et on a

Wé-:f,g,+fg”_f,g,_f”g:fg”_f”g
Mais f étant solution de (Ep), on a:
f'=-mf' ~nf
si bien que
Wy=fg"'—(-mf' -nf)g=fg"'+mf'g+nfg

D’ou les équivalences :

Wy solution de (Ew) Wé, +mWg =0
fg"+mf'g+nfg+m(fg'-f'g)=0
fg'+mfg'+nfg=0

g"+mg'+ng=0  (f nes’annule jamais)
g solution de (Ey)

1rent

L'énoncé dit bien " on considere m et n deux fonctions continues", elles sont donc fixées! Vous n'avez
donc pas le droit de poser n comme ¢a vous arrange pour retrouver le résultat de la question.

4. Pour toute fonction g dérivable sur I, on a:

W
-

c’est-a-dire (g)

(g)’: gf-r'g /

f f?




5. Pour résoudre I'équation (Ejp), une fois que I'on connait une solution f, on peut commencer
par résoudre I'équation (Ew) pour obtenir la forme générale que Wy doit avoir pour que g soit
solution de (Ey), a savoir les fonctions du type

—M(1)

t— e ol A € R et M est une primitive de m.

Si g: I — R est une fonction deux fois dérivable, on a alors les équivalences suivantes

g solution de (E) < W;gsolution de (Ew)
< 3J1eRtelque Wy =1e™
!/
<~ 3JleRtelque f? (%) =le ™™
d’apres la question précédente
!/ _
<~ 3JleRtelque (%) = Aef—iw
Reste alors a déterminer les primitives des telles fonctions A#, et a multiplier par f pour obtenir
la forme générale des solutions de (Ep).
Beaucoup de réponses confuses avec des "on détermine W " alors que Wy s'exprime a l'aide de g
que l'on cherche...
6. Nous allons poursuivre les équivalences de la question précédente. Notons B une primitive sur I
-M
de la fonction ef_2 (n'importe laquelle), qui en admet bien puisqu’elle est continue. On a pour
toute fonction g : I — R deux fois dérivable les équivalences suivantes :

!/ _
gsolutionde (E)) <= 3J1eRtelque (%) = /1‘3]?—24
< 3, € R? tel que %:ABW
— 3JA,weR?>telque g=AfB+uf

Sil'on pose la fonction , le travail précédent montre bien que ’ensemble des solutions

de (Ep) est: {Afi +uf | (A, ) € R?}. Les roles de A et p étant interchangeables, on obtient bien
I’ensemble voulu.

Montrons que fj n'est pas proportionnel a f. Par I’absurde, vu sa définition, si c’était le cas, cela
signifierait que la fonction B est constante, c’est-a-dire de dérivée nulle sur I. Or, sa dérivée vaut

M
ef—z, qui est non nulle, d’ou1 contradiction. Donc f; n’est pas proportionnel a f.

Enfin, pour obtenir f;, une méthode est donc:
¢ d’obtenir une primitive M de la fonction m;

-M
e puis d’obtenir une primitive B de la fonction - ;

T
e etenfin de poser f; := f x B.

7. Onse place sur I =R}. Soit f: t— . f est deux fois dérivable sur I, et on a, pour tout ¢ € I,

_1
sh(n

B ch(y)
sh?(1)

—sh’(1) + 2ch®*(1)sh(r) _ 2ch®t —sh?(1)
sh* (1) -~ sk

(= et f'(1) =

Et donc pour tout t € I,

£+ 2ch() FO+fo = 2ch’(n-sh’ _ 2ch’w | 1

sh(n) sh’( sh’  shw
_ sh’m-sh’w
sh’ )
=0



Beaucoup d’erreurs dans les calculs de dérivée...

Donc f est bien une solution. De plus, f ne s’annule pas sur I.
On peut donc appliquer le résultat de la question précédente, en posant, pour tout ¢ € I, m(t) =
%&? (et n(t) =1). Calculons une fonction f; qui convient.

¢ Une primitive de la fonction m est M : t — 2In(sh(?)).

_ 2 i}
e Pourtout t€ I, ff’f (MI)(Z” = zﬁzit; =1 (NB: e 2"® = x~2) donc une primitive B de la fonction ef_i”
t
estB : t— 1.
e On pose pour tout t € I, fi(£) := f(t) x B(t) = =%

sh®®
Conclusion : ’ensemble des solutions est

L K 2
{t sh(n) ship | WHER }

. Il s’agit de montrer I'égalité des deux ensembles suivants :
F={Af+ufi | AweR?} etFH:={Af+ufo | 4w eR?}

f> est solution de (Ep) donc d’apres la question 6, f, € 4, et donc il existe (a, ,B) € R? tels que

fr=af+Bf]

On ne peut pas avoir § =0, faute de quoi on aurait f, proportionnelle a f. D’ou 8 # 0. La relation
précédente peut donc étre inversée :

a 1
h=-gf+zh
B~ B
Dela, on a . < .%, car pour toute fonction y € .47, il existe deux réels A et u tels que
a 1 ua u
y=Apeufi=afeu(-5re 5| =112 1+ (5] 5
B~ B B B

d'ou y € .
Mais on a de méme .%, c .47, car pour toute fonction y € %, il existe deux réels A et u tels que

y=Af+pufo=Af+u(af+pfi)=(A+ua)f+up)fi
douye A.

Conclusion : par double inclusion.

Le peu d’éleves ayant abordé cette question ont seulement montré une inclusion en justifiant que A f + 1 f>
était solution.

Partie III - Résolution complete de 'équation d’Euler

9. Soit y: £~ t". Alors pour tout t € R, y'(t) = rt" L et y" () = r(r —1)t" 2. Et donc,

y est solution de (E,,p)
o VteR:, 2r(r—-Dt"2+tart™ ' +bt"=0
& VieR:,(r(r—1+ar+b)t =0
o r?+(@-1)r+b=0

donc si et seulement si r est racine de P.



10.

11.

12.

Premier cas : nous sommes exactement dans le cadre de la partie II car notre équation s’écrit, sur
RY, et apreés normalisation

1/ a / b
y(n+ 7y (1) + py(t) =0

On peut alors appliquer le résultat de la question 8, avec les fonctions f : ¢ — ¢"! (solution qui
ne s’'annule pas) et f, : t — t'2 (solution non proportionnelle a f, car leur quotient n’est pas
constant).

Lensemble des solutions de (Eg ;) sur R% est

{t— At" +ut™ | (A, p) e R?}

Beaucoup m’ont balancé la réponse sans aucune justification. L'énoncé demande d'utiliser la partie
Il et pas la partie I, vous n'avez aucun résultat de cours vous permettant d’affirmer que l'ensemble
des solutions est celui-ci (on a travaillé pour arriver a cette conclusion en partie 1), il faut donc
justifier que l'on peut appliquer la partie 1l dans un cas particulier pour retrouver le résultat de la
partie L.

Deuxiéme cas : r est racine double de P, donc P = (X —r)? = X?>—2r X +r? donc par identification

du coefficienten X,ona-2r=a-1,d ou .

Pour résoudre (E, ) sur I = R}, on peut appliquer le résultat de la question 6, en posant, pour
tout £ e R}, m(1) =% (et n(r) = t—bz) et f(t) = t". Calculons une fonction f; qui convient.

¢ Une primitive de la fonction mest M : t — aln(z).
« Pour tout £ € R*, &) — % _ _1__ 1 qonc une primitive B de la fonction %o est B : £ —
+? f(t)z T g2r T opa¥2r Tt Y ep e e Y f2 S :
In(1).
e On pose pour tout £ € RY, f1(f) := f(¥) x B(¢) = t" In(1).
Conclusion : 'ensemble des solutions de (E, ) sur R} est

{t—t"A+plnp | A, eR?}

Troisiéme cas.
(a) On a pour tout ¢ > 0, y,(¢) = eM"’, La fonction y, est dérivable sur R* par composition de

fonctions qui le sont, et pour tout £ >0 :

A _ _

On constate que y) est elle-méme dérivable, et :
Vi) = A4 -2

(b) Comme précédemment, on a donc y; solution de (Ea_b) si et seulement si A est une racine
(complexe) de P, donc A = a +iff et A = a — i conviennent (et sont distinctes car § # 0, il
s’agit de nombres non-réels).

Par le résultat de la question 6 appliqué au cas des fonctions a valeurs complexes, I’ensemble
des solutions de (E,,;) a valeurs complexes est

{t-—» APyt (A, € (I:z}

De 13, I'équation (Ea,b) étant a coefficients réels, les solutions réelles sont les parties réelles
des solutions complexes, c’est-a-dire les fonctions qui a ¢ associent

Re (M‘“”ﬁ +ut“‘iﬁ)
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Or, t@+ih = 1@ eiPInt :i(cos(ﬁln 1)+ isin(BIn 1)), et donc
eR

Re (AP + puro=ih)
= t*(Re(A) cos(BIn ) —Im(A) sin(BIn 1)
+ Re(u) cos(BIn t) + Im(u) sin(B1n 1))
= t*((Re(A) + Re(w)) cos(BIn t) + Im(u) —Im(A)) sin(BIn 1))

Donc toute solution réelle est de la forme ¢t — C; t* cos(BInt) + C, t* sin(B1n £), avec (Cy, Cy) €
R?, et inversement, toute fonction de cette forme est solution, car il suffit de choisir A := C; et
u := iC, pour tomber sur la bonne fonction.

Conclusion : 'ensemble des solutions de (Ea, b) avaleurs réelles est :

{t— C1t%cos(fInt) + C2t%sin(BIn1) | (Cy,Cy) € R?}

Correction 2

1
— Sixe [0, —|, alors x + 3 et 2x appartiennent a [0, 1[ donc les trois parties entieres sont nulles et

I'égalité est vraie.

. 1 3
— Sixe 1 ,alorsLxJ:Oetx+z€ 1’5

1
,2x €[1,2[ donc {x + EJ = |2x] et]’égalité est vraie.

— Soit maintenant x € R, on écrit x=m+ y avec y € [0,1[ et m € Z. Alors

LJ+{+1J =| +j+{ ry+a
x4 |xto| = |mtyl+ mey+o

:m+[yj+m+{y+5 carmeZ

1
=2m+|y|+ { J
=2m+ |2y| car y€[0,1] et on est dans I'un des deux cas précédents
=|2m+2y| car2mez
[2(m+y)]
= |2x]

Le résultat est vrai pour tout réel x € R.

Correction 3

1. On cherche (x, y) € R? tel que (x +iy)? = —3 —4i. On doit résoudre le systeme

P?-y2=-3

¥ +y*=5
xy<0

Onadonc x2 =1 ety2 =4donc x+iy=+(1-2i).
2. On calcule le discriminant A =1-4(1+i) = —3—4i. Chance, on en connait une racine carrée! Les

. ' o . 1+(1-2H , . . . .
racines de I’équation sont donc — c'est-a-direi et 1 —i.

3. On écrit 1 —i = v/2e~ "4, ses racines cubiques sont donc 21/6e~7/12g2ik7/3 'mour k variant de 0 a
2. Autrement dit, les racines cubiques de 1 — i sont 2!/6e=#7/12 21/6p7in/12 ot 91/6 g5in/4



4. On remarque que z est solution si et seulement si z° est solution de z?> — z+1+i = 0. D’apres
le travail fait précédemment, on a donc z° = i ou z® = 1 —i. Les racines cubiques de i = e/"'?
donc e"/8¢%i%7/3 pour k variant de 0 2 2 donc e//6, e57/6 et 317/2 = _j, En utilisant la question
précédente, I'’ensemble des solutions est

{elﬂ/G’ eSm/G’ —i,2”6e_””12, 21/6€7m/12’ 21/665171/4}

Résoudre I'équation d'inconnue ze C:
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