Correction du DS n 4
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Ezercice 1 1. (a) L’ensemble des racines n—iémes de I'unité est {exp 2T ok e 10, — 1|]} =
n

{w* k€ [0,n—1]}.
(b) Soit n > 2, alors w # 1 et on a

n n 2T k 1— (62i7r/n)n 1— 621#

k=0

(c) On écrit

(1 = 3D = 3 ()t

On remarque que pour n =2, —w = 1 et la somme vaut 2. Pour n > 2, on a

n—1
l—(—w)» 1—(=1)"
Z(_l)kwk _ ( w) _ ( )
l—w l—w
car ¢’est une somme géométrique donc

n—1
(—1)*wy, =

k=0

2
1—w

{ 0 si n est pair

sinon

Dans le cas ot n est impair, on peut encore simplifier le résultat en utilisant la factorisation
par ’arc moitié :

. im

2 2 o.om en ™
—— = —-2isin—=———=1—tan—.
1l—w ein/n n sin ~ n

(d) Soit zy une racine niéme de a, alors on sait que les racines n-iémes de a sont

20, 20W, -+ ., ZoW"

donc la somme des racines n-iémes de a vaut

: . . 1 : i
Attention, la notation la puissance — n’est définie que pour un réel (et méme un réel positif
n

dans le cas ou n est pair !).
2. (a) Soient 21,2y deux nombres complexes. On a :

|21 + 22|2 = (21 + ZQ)(Zl + 22)
= (21 +22>(Z_1+Z_2)
2121 + 2122 + 2221 + 2222
|21 + 2173 + 2122 + |22/
= |z* +2Re (2122) + |22)?

ce qui montre I'égalité souhaitée.



(b)

On applique I'égalité précédente & z; = wy et 2o = —1. On a alors :
11— wil® = |wp — 12 = |wi]® + 2Re (—wi) + |12 = 2 — 2Re(wy),

car wy, est de module 1.

D’aprés la question précédente, on a:

n—1 n—1 n—1
Z |1 —wl* = 22 — 2Re(wy) = 2n — 22 Re(wy).
k=0 k=0 k=0

Par linéarité de la partie réelle, on a :

n—1 n—1 1
ZRe(wk) = Re (Z wk> = Re < emy) .
k=0 k=0

k=0

3

On reconnait la somme des racines n-iémes de 'unité qui vaut 0 donc :
n—1
E | 1 —w)® = 2n.
k=0

Posons o = exp &

et

On en déduit que

. Ccos
ou cotan = —.

sin
On peut aussi écrire :

2 1—a 2Zm(a)
n () == (i p) =
Or

. LT T
e Im @ = sin — = 2sin — cos —, et
n n 2n

e [l—af=1+1-2Rea=2(1— cos(w/n)) = 4sin® (7/2n)

n—1 .
. . km sin % ™
D’ou sin — = ——"— = cotan_— |,
n 2 — 2cos - 2n




o : . km )
(b) Le calcul a été fait ci-dessus : | 1 — wy |= y/4sin® 2% = |2sin — | car km/n appartient a
n

I'intervalle [0, 7] sur lequel sin est positif.

n—1 n—1
oy . ., . ™
(¢) On utilise les deux questions précédentes Y. | 1 —wy| =2 Y sin 2 =|2cotan— |
k=0 k=0 2n
4. On a:
n—1 n—1 n—1
2ip\ 1 in\ B
Wn:E |wk+1—wk|:§ |wk+1—wk|:E en — e
k=0 k=0 k=0
n—1
2im [F | gim 2im in LT G
= en| len —1l=nlen —1|=nler —2isin—| =|2nsin — |
n n
k=0 N-——

car |—2i| = 2 et ‘e% =1 (et le sinus est positif comme on I’a montré précédemment).

5. lim W, — lim 2nsin® — lim 20500 54

n——+o0o n——+o0o n n—-+o0o 7T/n

On aura reconnu que W,, est le périmétre d’un polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle
unité. On pouvait ainsi s’attendre a ce que ce périmétre tende vers celui du cercle.



