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Chaque résultat doit étre justifié, les réponses doivent étre soulignées ou encadrées, vos pages (et pas vos copies)
doivent étre numérotées, votre nom et classe doivent étre mentionnés et tout ceci doit étre fait durant le temps
de composition. Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. On peut admettre un résultat

ou une question en le précisant explicitement. La clarté et la précision de la rédaction ainsi que la présentation

de la copie seront prises en compte dans U'évaluation.

Calculatrice interdite.

Exercice 1. On considere les deux équations différentielles définies sur R} :
() xy —-y=Inx.

(E,) x*y"—xy +y=1-Inx.
1. Résolution de (E7).
(a) Résoudre l’équation homogene associée a (Ey).
(b) Déterminer une solution particuliere de (E7).
(c) Exprimer I’ensemble des solutions de I'équation (E;).
2. De (Ey) a(E»).
(a) Montrer que si y est solution de (E;), alors pour tout x € R, x?y" (x) = 1.
(b) En déduire que si y est solution de (E}), alors y est solution de (E>).

3. Résolution de (E>).
On rappelle que si y est une solution particuliere de (E») et si Sy, est]’ensemble des solutions de
I’équation homogene de (E»), alors 'ensemble des solutions de (E>) est :

{Yo+¥n; yn€Snh

(a) Soit y:RY — R une fonction deux fois dérivable. On pose z : x — @

i. Montrer que z est deux fois dérivable sur R}.
ii. Exprimer les dérivées successives de y en fonction de celles de z.

iii. Montrer que y est solution de I’équation homogene associée a (E») si et seulement si z’ est
solution d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre que 'on déterminera.

iv. En déduire I'’ensemble des solutions de I'équation homogene associée a (E-).
(b) Exprimer I'’ensemble des solutions de I'équation (E>).

4. Déterminer 'unique solution f de I'équation (E,) vérifiant f(1) = 0 et f'(1) = 0. Cette fonction
est-elle solution de (E;) 2

5. Donner une solution de (E») qui n’est pas solution de (Ej).



Exercice 2. Soient a, b € C*. On considere d’équation d’'inconnue z€ C:

Z2-2az+b=0

On note z; et z, les racines de ( E ). Lobjectif de ce probléme est de déterminer une condition né-
cessaire et suffisante pour que |z;| = |zz| et une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z;) =
arg (zp) [27].

1. Questions préliminaires :

(a) Donner, en fonction de a et b, les valeurs de z; + z» et de z;.2».
(b) Soit z€ C*, montrer que :

1
z+—-€eRo (zeRouzelU
z

T

x — |x+

(c) On considere la fonction :

Montrer que f admet un minimum et le calculer.

2. Etude d’exemples :

Dans les cas particulier suivants, a-t-on |z;| = |zz|?arg(z;) = arg(zp) [27] ?
(@) z2-2(1+i)z+4i=0,

(b) Z2-(2-i)z+3-i=0,

(c) 22-3(1+2i)z—6+8i =0.

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que z; = z,.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que z; = zp.

4. Une condition nécessaire et suffisante pour que |z;| = |z3|.

(@) On suppose que |z1| =|z2]|.
>
i. Exprimer > en fonction des arguments de z; et zp.

a2
ii. Montrer que ? €]0,1].

2

. . a 21 <2
(b) i. Montrer que si — € R, alors — + — e R.
b Z2 21
a2
ii. Montrer que si > €

0,1{, alors |z;| = |z2].

(c) Conclure.

5. Une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z,) = arg(z.) [27].

(a) On suppose que arg(z;) = arg(zp) [27]

. . b .
i. Exprimer — en fonction des modules de z; et z,.
a

b
ii. Montrer que — € 0,1{.
a
b
(b) Montrer que si —€|0,1 , alors arg(z;) = arg(zp) [27].
a

(c) Conclure.

6. Vérification : En utilisant les questions 4. et 5., retrouver les résultats des questions 2. et 3.



Exercice 3. Dans cet exercice, on cherche a résoudre I'’équation d'inconnue x :
2 —
x“=lx]=3 (E)

1. Montrer que pour tout x € R, x> — [x] —1 < x*> —x < x* — |x].
2. Soit x € R, solution de (E).

(a) Montrer que x> — x €]2,3].

(b) Montrer que x €] —2,-1[U]2,3].
3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

Exercice 4. 1. Montrer que pour tout ¢ >0,e’ > 1+ 1.
2. Lobjet de cette question est la résolution du probleme de Cauchy :

xX'(0) =t?+ x(t)
(Pl){ £(0) =0

ol x est une fonction dérivable sur R et a valeurs réelles.
(a) Résoudre I'équation différentielle x'(£) = ? + x(¢) sur R.
(b) En déduire la solution xy au probléme de Cauchy (P;).
3. On s'intéresse maintenant aux fonctions y de C!(R*,R) vérifiant :

V()= y(),Vt=0

(Pz){ ¥(0) =0

(a) Montrer que dans le cas d’égalité

{ y'(t)=y(1),Vt=0
y(0)=0 ’

il n'y a qu’une solution qu’on précisera.
(b) Chercher une fonction solution de (P») différente de la fonction constante nulle, sous la forme
y(t) = P(t)e’, ol P est un polynéme.
(c) Montrer que si une fonction y est solution, alors y est a valeurs positives (on pourra s’intéres-
y(@®

ser a la fonction t — =)

4. On souhaite montrer qu’il n’existe pas de fonction z de C L(R* R) vérifiant :

2=t +z()?+z(1),Vt=0
(Pg){ 2(0) = 0

On raisonne par I'absurde : supposons qu'une fonction z vérifie les conditions ci-dessus.

(@) On pose y = z— xp. En se servant des résultats des questions 2 et 3, montrer que pour tout
t=0,y(t)=0.

(b) Montrer que z(t) >0 pour ¢ > 0.

(c) En déduire que z est croissante.

On admet que z possede une limite en +oo.

Z'(1)
(d) Montrer que pour t >0, —— > 1.
z2(1)

1 1
(e) Soit u > 0 fixé. Montrer, pour ¢ > u, I'inégalité — — —— >t —u.
z(u) z(1)

(f) En déduire une contradiction.



Correctiondu DS n 4

/
Correction 1 l.(a xy'-y=0 @(%) =0
odceR L=¢
x

(b)

(9]

2. (a)

(b)

©dceR, y=cx
Les solutions de (E}) : xy' — y = 0 sont donc les applications avec c € R.
Soitf: R** —R
x——Inx-1
VxeR™, x0'(x)-0(x)=-1+1+Inx=Inx.
Donc 0 est solution particuliere de (Ej).

Les solutions de (E;) sont les sommes d'une solution particuliere et de la solution générale de
(E{). Donc les solutions (E;) sont les fonctions de la forme

xH —Inx-1+cx;ceR}
Soit y une solution de (Ej). Cela veut dire qu’il existe ce R tel que y: x — —Inx -1+ cx. On
note qu'une telle fonction est deux fois dérivable. On calcule alors : pour tout x > 0,

y'(x) = 1 +c Y= L
X x2

d’ot1 pour tout x > 0, x?y"(x) = 1.

Soit y une solution de (E;). Alors d’apres la question précédente x?y"(x) = 1. Donc pour tout
x>0:

2y -xy +y=x*y"x)-|xy -y|=1-Inx)
1 In(x)
= =In(x

donc y est solution de (E>).

i. Comme y est deux fois dérivable sur R, z I'est aussi par quotient de deux fonctions déri-
vables dont le dénominateur ne s’annule pas.

ii. Comme pour tout x >0, y(x) = xz(x), il vient :
Vx>0, VY@=xzZx+z(x) et y'(x)=xz"(x)+27(x).
iii. Onaalors:

Vx>0, x*y"(x)—xy (x)+y(x)=0
— Vx>0, x*(xz"(x)+27 (%) - x(xz'(x) + z(x)) + xz(x) =0
"x)+x%Z (x)=0

—= Vx>0, x(&)x)+7(x)=0.
x#£0

— Vx>0, Xz

La chaine d’équivalences écrite prouve que y est solution de I’équation différentielle ho-
mogene associée a (Ep) si et seulement si la fonction z’ est solution d'une nouvelle équa-
tion différentielle linéaire homogene d’ordre 1 que I'on note (E3) : xh'+ h = 0.



iv. Lensemble des solutions de (E3) est {x — % ; A € R}. On reprend donc le fil :

y est solution homogene de (E,) < Zz’ est solution de(F3)

—3JILeR:Vx>0,z7(x)=

s>

(onintegre!) <= 3(A,u) € R?: Vx>0, z(x) = Aln(x) +u
<3, p € R%: Vx>0, y(x) = AxIn(x) + px

Lensemble des solutions de I'’équation homogene associée a (E») est donc:

{x—AxIn(x) + ux; (A, p) € R%}|.

Comme toutes les solutions de (E;) sont solutions de (E»), en particulier la fonction x — —1—
In(x) est solution particuliere de (E»). Lensemble des solutions de (E») s’écrit donc:

{x——-1-In(x)+AxIn(x)+ px; A, w € R%}|.

(4 Soit f une solution de (E) vérifiant f(1) =0 et f'(1) = 0. Comme f est solution de (E), il existe
des réels A et u des réels tels que :

Vx>0, f(x)=-1-In(x)+AxIn(x)+ pux.

Alors on a pour tout x > 0: f'(x) = —% + A(In(x) + 1) + p. Comme In(1) = 0, les relations f(1) =0 et
/ Y2 e -1+ H= Ov o
f'(1) =0 s’écrivent donc ce qui impose (A, u) = (0,1).
-1+A+pu=0,

Lunique solution de (E>) vérifiant les conditions initiales indiquées est donc la fonction

’f:x-—»—l—ln(x)+x.

On remarque que cette fonction est bien solution de (E;) en comparant avec la forme générale
des solutions : f est la solution de (E;) obtenue pour ¢ = 1.

5. Pour trouver une solution de (E») qui n’est pas solution de (Ej), il suffit de prendre une solution
de (E») avec un parametre A non nul, par exemple y: x — —1 —In(x) + xIn(x). Cette fonction est
bien solution de (E,) par construction, par contre comme

1
Vx>0, (x)= = +In(x) +1,

si on injecte dans (E7) on obtient pour tout x >0:
xy' (x) —y(x) = -1+ xIn(x) + x+ 1 +In(x) — xIn(x) = x +In(x) # In(x)
donc y n’est pas solution de (E).

Correction 2 1. Questions préliminaires :

(@) Donner, en fonction de a et b, les valeurs de z; + zp et de z1.zp.
D’apres les formules de Viete, ona z; + zp = —2a et z; + zp = b.

(b) Soitze C*, montrer que:

1
z+—€eRs (zeRoulz|=1)
z



Soit z € C*. On raisonne par équivalence :

1 1 _ 1
z+—€R oz+—=2z+=
z z
1 1
©z-z==——
z =z
_ z-2Z
P>Z—I=
|22

s z-zZ=00ulz?=1
< zeRouzeU

On a bien I'équivalence souhaitée :| z + % eERe (zeRoulz|=1)

(c) On considere la fonction :

1
R* >R, x— |[x+—
! X

Montrer que f admet un minimum et le calculer.

On remarque que la fonction est paire, on va donc I'étudier sur R}. Pour tout x > 0, on a

1
)= 1—; donc

X 0 1 +00
fx) - 0 +
+00 +00
f \ ) /

On constate que f admet un minimum sur R} quivaut 2, f admet donc, par parité, un minimum sur R

2. Etude d’exemples :
Dans les cas particulier suivants, a-t-on |z;| = |zp|?arg (z;) = arg(zp) [27] ?

(@) z°-2(1+1i)z+4i=0, ,
On calcule le discriminant A = 4(1 + i) — 16i = —8i = (2v/2¢37/*)". On a donc deux racines :

z1=(1+1)+ V2™ = 2j et 2o = (1 +1) — V234 =2,

Ona|lz;| =2 =|z| etarg(z;) = g[ZTE], arg(zp) =0[2r] donc arg(z;) # arg(zy)[2n].

(b) z2—(2-i)z+3-i=0,
On calcule le discriminant A = -9, les racines sontdonc z; = 1+ietz; =1-2i.Onalz;| = v2
/4
et arg(z;) = 1 [27] et |z] = v/5. On ne sait pas calculer un argument de z,. En revanche, si on

Su[)[)ose [)a_r l,absurde (]ue arg(zz) = [271] alors on aurait 2 = \/5( l ) ce UI n’eSt
, , = — , Z _t — , q

pas le cas. On en déduit que
211 # |2,| etarg(z)) # arg(z,)[27]. |

() z22-3(1+2i)z—6+8i=0.
On calcule le discriminant A = —3 +4i. Reste a déterminer une racine carrée du discriminant.
On cherche (x, y) réels tels que (x + i y)2 = —3+4i. On doit résoudre le systeme

x2_y2:_3
¥ +y2=\/9F16=5
xy>0

3



On obtient

=1
y =4
xy>0

dou(x+iy)=+(1+2i).Onadoncz; =2+4ietzy=1+2i.0nazp =2z #0donc|z|# |z
etarg(z;) = arg(zo)[27].

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que z; = zp.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que z; = z,.
On a z; = zp si seulement si le discriminant est nul. On a donc

zZ1=2©a’=h.
4. Une condition nécessaire et suffisante pour que |z;| = | z»|.

(@) Onsuppose que |z1| = |z|.
. . 2 .
i. Exprimer 9 en fonction des arguments de z, et z,.
Notons r, 01, 0> des réels ( avec r > 0) tels que pour j € {1,2}, z; = reti. On a Z1+ 20 =
re’ + rei% = 2g et r?e!®+%2) = . On en déduit que
4“2 (elgl + el@z)

b - ei(61+g2)
2
i(01+65)/2 0,-0>
(e 172 2cos(—2 ))

ei(el +02)
2

2 6,-6
d’ol1 a—:cosz(l—Z))
b 2

ii. Montrer que “Tf €]0,1].
2

2 s a R TP SR T
Pourtouta € R, cosa € [-1,1] donc cos” a € [0, 1]. On en déduit que > € [0,1] d’apres I'égalité

trouvée a la question précédente.

Par ailleurs, a # 0 par hypothese, on a donc| — €]0, 1].

. . @2
(b) i. Montrer que si % €R, alors ﬁ—; + 2—? eR.
2 4a? (21 + 22)*

a a
On suppose — € R donc e € R. D’apres les formules de Viete, on a donc eR

2122

4! <2 .
donc —+2+ — € R puis

22 4
4 )
—+—€R.
22 21

.. L2
ii. Montrer quesi 7 €

. a° - . . 2 2 21
Si — €]0,1], alors, d’apres la question précédente, on a — + — € R. En posant z= —, on a
b Z2 21 21
>

0,1],alors|zll =|zy|.

1 N .
donc z + — € R et nous avons montré que cela implique ze Rou z€ U. Si z € R, on a b
z

1
f(2) +2 avec f la fonction f : x — x + —. Celle-ci admet un minimum sur R* en 2. On a donc
x

6l2

b

4a?

e =4dou > 1 ce qui est absurde. On en déduit que z € U donc |z;| = |z2].



2 2
(¢) On a montré que si |z1| = |zl, alors % €]0,1](phase d’analyse) puis que si % €]0, 1], alors

2
|z1| = |z2| (phase de synthese). On en déduit que| |z;| = |zp| © % €]0,1].

5. Une condition nécessaire et suffisante pour que arg(z;) = arg(zp) [27].

(a) Onsuppose que arg(z,) = arg(zp) [27]
i. Exprimer % en fonction des modules de z, et z.
Notons r; et r, les modules de z; et z;. Il existe alors 0 € R tel que z; = rel? et z, = rpet?.
Onab =z 2, = rre*? et4a® = (re’ + rge"‘g)2 = (1 +12)?€%"%. On en déduit que
b 4nn
a (n+r)?

ii. Montrer que % E] 0,1].
On a b # 0 par hypothese et 12 > 0 car ry et rp sont strictement positifs. Raisonnons par
a

équivalence :

b
— <1 ednr<(n+rn)?
a

< 0s(n —T2)2

la derniere inégalité est vraie donc, par équivalence, la premiere I’est aussi. On a donc bien

b
;E]O,l].

(b) Montrer que si % E] 0, 1] , alors arg (z;) = arg(zy) [27].

On suppose — €]0,1], alors I'équation z> —2az+ Db = 0 a un discriminant A = 4a® — 4b =
a

b / b / b
4a? (1 - —2) = 0. Les racines sont donc a+ ay/1— — - Onremarque que 1+4/1-— >0, on
a a a

en déduit que arg(z;) = arg(a)[27] et de méme pour arg(z,) ainsi on a
’ arg(zy) = arg(zp) [27]. ‘

(c) Par analyse synthese, on a montré que

b
arg(z;) = arg(z)[27] & o €]0,1]

6. Vérification : En utilisant les questions 4. et 5., retrouver les résultats des questions 2. et 3.

On reprend les trois équations de la question 2 :
2

a 1
— z2-2(1+1i)z+4i=0.0naa=(1+i) et b=4idonc > =3 €]0, 1[ et les modules sont bien égaux

et les arguments non.
2—1i a® 3-2i 13-9i
( )etb:?)—idonc—: =

— = ¢ R et ni les modules
b 4(33-1) 40

— z22—(2-1)z+3-i=0.0naa=

ni les arguments ne sont égaux.
) , , 3(1+2i) , b (-6+8i)4 8
— z°-3(1+2i)z—-6+8i=0.Onaa=——etb=-6+8idonc — = — = - €]0,1], les
2 a’> 9(-3+4i) 9
arguments sont bien congrus modulo 27 et les modules sont différents.

On a z; = zp si et seulement si arg(z;) = arg(zy)[27] ET |z1| = |zz]. D’apres les questions 4 et 5, on en
2

b
déduit que z; =z & % €]0,1] et — €]0,1] donc
a

>
Z]ZZZQ?ZIQGZZb,

et on retrouve le résultat de la question 3.



Correction 3 1. Pourtout xeR,onal|x] <x<|x]+1donc
—|x]-1<x<|x],

puis x* — |x] -1 < x*> - x < x> — | x].

2. (a) Si x est solution, x2 — | x] = 3 donc, en remplacant dans I'’encadrement trouvé a la question
précédente, on obtient :
2<x’—x<3.

(b) On peut tracer le tableau de variations de f : x — x? — x. La fonction f est croissante sur

et £(12,3[) =12,6]. Elle est décroissante sur et f(1—-2,-1[) =]2,6]. Si x est

1 1
=, +00 —00, =
2 2

solution, on a montré a la question précédente que f(x) appartient a ]2,3] <]2,6[. On a donc
f(x)€l2,6[doutxe f~1(2,60) =] -2,-1[U]2,3[.

1
X -0 -2 -1 ) 2 3 +oo
fx) - 0 +
— 1 —~
f 2 2—
0 —6 6— 0

Il est également possible de déterminer les racines de x? — x = 2 et x>~ x = 3. On trouve —1 et 2

pour la deuxiéme. On a x*>—x > 2 < x €] —o0, —1[U]2, +oo|

1-v13 1++v13 1+v13 1+4 1-v13
> , 2 2 < > <3et 2 >

pour la premiere équation,

etx’—x<3oxe .Or V13 < 4 d’olt

1-4
— > —2.0n en déduit que x appartienta |-2,3[ et]—oco, —1[U]2, +o0], il appartient donc a] -2, -1[uU

3. On amontré (phase d’analyse) que si x était solution de (E), alors x appartenaita ] —2,—-1[u]2,3[.
Réciproquement (phase de synthese), prenons x dans | —2,—-1[U]2, 3[ et déterminons s’il est so-
lution de (E).

— lercas:Six€]—2,—1], alors |x] = —=2. On a donc x? — | x| = x* + 2 d’ol1 x> +2 = 3 ce qui est
impossible car x < —1.
— 2éme cas: Si x€]2,3], alors | x] =2, on adonc x%2 — | x| = x2—2 =3 d’ ot x> =5 et, comme x est
positif, x = /5.
Lunique solution de (E) est x = V5

Correction 4 1. Montrer que pour tout t >0,e’ > 1+ 1.

On peut par exemple étudier la fonction f : t — e’ — t — 1 qui est dérivable et dont la dérivée est
f':t—e'—1.0na f'(t) >0 pour t > 0 donc f est strictement croissante donc f () > f(0) =0
pour ¢ > 0 ce qui est équivalent a 'inégalité souhaitée.

Attention, l'inégalité de convexité donne une inégalité large.

2. Lobjet de cette question est la résolution du probleme de Cauchy :

{Mm:ﬁ+mn
x(0)=0

ot x est une fonction dérivable sur R et a valeurs réelles.



(a) Résoudre l'équation différentielle x'(t) = t* + x(t) surR.

On commence par résoudre I’équation homogene associée x’ = x dont les solutions sont de
la forme 7 — Ae’ avec A € R. On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme d’'un
polynome de degré 2 at? + bt + c. En injectant dans I'équation, on trouve :

a+1=0 a=-1
2at+b=tr*+at’* +bt+co 2a=b ©<{ b=-2
b=c c=-2

Une solution particuliére est donc ¢ — — (2 +21t+2) et 'ensemble des solutions sur R est
{t— el — (> +2t+2), e R}

(b) Endéduire la solution xy au probleme de Cauchy.

Déterminons A € R pour que x: £ — Ae’ — (12 + 2t + 2) vérifie x(0) = 0. On trouve A = 2 donc la
solution xq au probléme de Cauchy est xg : t — 2e’ — (£ + 2t +2).

3. On s’intéresse maintenant aux fonctions y de C LR R) vérifiant :

Yy () =y®),Vt=0

(Pz){ () =0

(@) Montrer que dans le cas d’égalité

{ Yy (t)=y(1),Vt=0
y(0)=0 ’

il 'y a qu'une solution qu'on précisera.

Soit y une telle solution. On a y' = y, donc on sait que y est de la forme y(#) = Ae’. Pour qu’'on
ait y(0) =0, il faut A = 0 et y est donc la solution nulle.

(b) Chercher une fonction solution de (P») différente de la fonction constante nulle, sous la forme
y(t) = P(t)e’, out P est un polynome.

Soit P € R[X] et y(r) = P(r)e’, alors y'(r) = (P'(t) + P(r))e’ donc y'(1) = y(t) © P'(He' =0 <
P'(t) = 0. On peut, par exemple choisir P'(¢) = 1. Pour que y s’annule en 0, il faut que P s’an-
nule en 0; c’est le cas pour P(f) = ¢ et y(¢) = te’ est une solution du probleéme.

(c) Montrer que si une fonction y est solution, alors y est a valeurs positives (on pourra s'intéresser

alP).
Soit lution du probleme et sré dans I'énoncé, g(f) = 22 Lat
oit y une solution du probleme et posons, comme suggéré dans I'énoncé, g(¢) = gt a fonc-
. Zo P / y,(t) - Z(t) 2 . N
tion g est dérivable, de dérivée g' (1) = Y Comme on a supposé y solution du probleme,

onay't)= y(t),Vt>0donc g'(t) =0, Vt > 0. Ainsi, on a g(r) = g(0),V¢ > 0. Or g(0) = y(0) =0
donc on a bien g(¢) =0,V > 0 et comme g et y sont de méme signe, on a montré que y est a
valeurs positives.

4. On souhaite montrer qu'il nexiste pas de fonction z de C' (R*,R) vérifiant :

2=t +z()?+z(1),Vt=0

(Ps) { 2(0) = 0

On raisonne par l'absurde : supposons qu'une fonction z vérifie les conditions ci-dessus.



(@)

(b)

(©

(d)

(e)

()

En se servant des résultats des questions 2 et 3, montrer que pour tout t =0, y(t) = z(t)—xo(t) =0

Onaz'(t) = t* + z(1)* + 2(1) et xy(¢) = t* + xo(¢) donc
2/ () = x) (1) = z(5)* + z2() — x0 (1) = 2(£) — xo ()

En posant y(t) = z(t) — xo(t), on a alors y'(t) = y(¢),Vt > 0. De plus, y(0) = z(0) — x0(0) =0
donc y vérifie les conditions du probleme P, et nous avons montré a la question 3d) qu'une
solution a ce probleme est nécessairement a valeurs positives. On a donc y(f) =0,Vt >0 ce
qui est équivalent a z(t) = xo(t), V¢ > 0. Comme, de plus, z(0) = xp(0) = 0, 'inégalité reste vraie
pour ¢ = 0.

Montrer que z(t) > 0 pour t > 0.

En utilisant la question précédente, il suffit de montrer que xy(t) > 0,V > 0, autrement dit,
puisque x((0) = 0, il suffit de montrer que x, est strictement croissante.

On a xj(t) = 2e' =2t -2 =2(e’ — t —1) ce qui est strictement positif pour ¢ > 0 d’apres la
premiere question du probleme. On a donc bien le résultat souhaité.

En déduire que z est croissante.

Ona Z'(t) = t? + z(£)*> + z(t) = z(t) et z est a valeurs positives d’apres la question précédente
donc z’ est positive ce qui montre que z est croissante.

La fonction z est croissante, elle admet donc une limite (finie ou non) en +oo, ce résultat était
admis dans ce devoir, nous le verrons dans le chapitre limite/continuité.

/
t
Montrer que pour t > 0, % = 1. On procede par équivalence :
z
(¢ 't (1) - Z2(¢
W e ED 1506 F0FD o - 2> 0
z2(t) z2(t) Z2(1)

Or z est solution du probléme, on a donc z'(¢) = 2+ z?(t) + z(t) donc 2/ (£) — 2%(¢) = t? + z(t) ce
qui est strictement positif pour ¢ > 0, d’apres la question précédente. On a montré I'inégalité
par équivalence.

1 1
Soit u > 0 fixé. Montrer, pour t > u, l'inégalité — — — >t — u.
z(u) z(1)
1
D’apres la question précédente, la fonction ¢ — 20 t est de dérivée strictement positive
z
. . 1 .
donc elle est strictement croissante. Pour ¢ > u, on a donc ——— — ¢t > ——— — u ce qui est

z(1) z(u)
équivalent a
1 1
————>t-u
z(u) z(1)
En déduire une contradiction.

On sait que z admet une limite en +oco et cette limite est forcément strictement positive ou

égale a +oo. Dans tous les cas, lim
t—+o00

1 1
———)ER. Ort—u—+ooet—— =ft—ucequiest
z(u)  z(1) z(1)

impossible.

On a donc montré par I’'absurde qu’une telle fonction z ne peut exister.



